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概要
LLMの社会実装が進む一方で，算術演算のよう

な厳密な論理を要するタスクへの不完全性が課題と
なっている．内部機序の観点による分析が進められ
ているが，記号処理能力の獲得機序は明らかとなっ
ていない．本研究は，整数加算問題に関する統制さ
れた合成データを用いた実験により，Transformerの
加算能力獲得機序を幾何学的に検証した．結果，モ
デルの深さと特定の桁数構成が，埋め込み空間にお
ける螺旋構造の形成と Grokkingの発生を決定づけ
ることを解明した．これに基づき，埋め込みの螺旋
構造を固定する新たな学習戦略を提案し，従来の全
データ一括学習よりも効率的に高精度なモデルを獲
得できることを確認した．

1 はじめに
大規模言語モデル（LLM）の適用範囲は拡大し

ているが，規則的な記号処理能力には本質的な
不完全性が残る．Dziri ら [1] が指摘するように，
Transformerは規則に基づく記号操作を統計的パター
ンで近似するため，多段階の構成的推論において破
綻しやすい．例えば算術演算については，演算過程
における入出力の桁数増大に伴う精度低下 [2] や，
小学校レベルの算数文章題ベンチマーク GSM8K [3]
での誤答が報告されており，モデルが演算アルゴリ
ズムを真に習得できていない証左となっている．
こうした課題に対し，学習済みの大規模言語モデ

ルを対象に，算術演算を担う推論回路の特定等の内
部機序の分析が行われている．一方で，言語モデル
が算術能力をどのように獲得するかについては，過
学習後に汎化性能が突如発現する Grokking現象が
算術能力にも認められるとの報告がある [4]．しか
し，学習データが不明な学習済みモデルを対象とし
た分析では，学習データの特性とモデル特性との区
別が困難である．また言語データが混在したデータ
からの学習においては純粋な算術能力獲得過程の解

暗記された 
領域
組合せ爆発:  
暗記学習の限界

1. 課題 2. 網羅的統制実験 3. 戦略(提案手法)

螺旋構造の偶発 
(演算規則)

構造化促進データ 
(アンカー) 埋め込み

フェーズ1: 
螺旋誘導

フェーズ2: 
適応&洗練

提案手法 
(早期かつ安定)

従来手法 
(遅延&不安定)

精
度

時間

加算データの 
桁数構成

モデル構造 
(Transformer)

Block

Block

Block

モデル次元dm

ブ
ロ
ッ
ク
数

n l

1桁+3桁 2桁+2桁 3桁+2桁

実験条件の制御

図 1: Transformerの加算能力獲得機序の分析と強化．

析が困難であり，制御性の欠如が課題である．
そこで本研究では，数値に対する適切な埋め込み
表現の獲得が汎用的な記号操作の習得に不可欠で
あるとの仮説を立て，整数加算演算に焦点を当て
明示的に制御されたベンチマークを用いて一から
Transformerデコーダを学習し，その内部表現を追跡
する．このような方法論を用いて，Transformerの加
算能力に関する以下の問い（RQ）に答える．
RQ1: 加算演算能力の獲得過程において，Grokking
が生じた学習では埋め込み空間にはどのような
幾何学的構造が形成されるか。また，その形成
度は学習データの構成にどう依存するか？

RQ2: 幾何学的構造の形成を人為的に誘導し，そ
の構造を基礎とする学習戦略は学習の効率化と
最終的な精度向上に寄与するか？

実験では，2項の複数桁加算データセットを用い，
4層から 16層の Transformerで層数や次元を変更し
ながら演算能力獲得過程における精度推移と内部構
造の洗練度を詳細に追跡した．実験の結果，演算能
力の獲得にはモデルの深さが不可欠であり，同一パ
ラメタ数では多層構成が有利であることを確認し
た．また，3桁+2桁等の不均衡データが周期 𝑇 = 10
の鮮明な螺旋構造を誘発する一方，2 桁+2 桁等は
不規則な構造へ収束することを解明した．本知見に
基づき，螺旋構造を固定する新たな学習戦略を提案
し，その有効性を実証する．
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表 1: 加算タスクのデータセット構成（Op1 + Op2）．

Op1
Op2 1桁 2桁 3桁 合計

1桁 100 900 9,000 10,000
2桁 900 8,100 81,000 90,000
3桁 9,000 81,000 810,000 900,000

合計 10,000 90,000 900,000 1,000,000

2 加算演算能力の獲得機序分析手法
Transformerの算術演算能力の獲得機を解明するに

は，学習プロセスを厳密に制御し内部表現の変容を
動的に追跡する必要がある．本研究では，加算演算
に絞って難度が制御された加算演算ベンチマーク
を作成し，モデル構成（深さ・次元数）を操作した
Transformerを一から学習させる．この過程で幾何学
的構造の形成条件を特定することを目指す．
解析にあたっては数値的論理のみを純粋に抽出

可能なデータセットが不可欠である．GSM8K [3]や
MATH [5]等の算術演算ベンチマークは自然言語の
理解に加えてトークナイザによる数値の断片化が生
じ，算術能力の獲得機序を厳密に分析するには適さ
ない．そこで本研究では各数字のトークンを事前定
義した統制加算データセット1）を構築した．データ
形式は “123 + 45 = 168”のような単純な加算問題と
し，1桁から 3桁までの全加算パターン（計 100万
問）を網羅することで桁数構成が学習機序に与える
影響を精細に評価可能とした（表 1）．
このデータセットを元に，モデルパラメタを制御

した Transformerを学習して学習過程のモデルを分
析する．幾何学的解析として，数値トークンの埋め
込みベクトルを一般化螺旋モデル [6]で近似し，そ
の決定係数 𝑅2 を算出する．これにより，モデルが
学習のどの段階で 10進法のモジュラ性（螺旋構造）
を獲得し，それが演算における記号的手続き能力の
獲得といかに同期するかを定量的に評価する．

3 分析実験
本節では，Transformerモデルが算術演算能力を獲

得する際の構造的条件や学習ダイナミクスおよび内
1） 数値データの表現には 1から 99までの整数値をそれぞれ
単一のトークンとして定義した上で，上位の桁から順に最大
長となるよう切り出す L2R（Left-to-Right）貪欲トークナイ
ズを採用した．例えば，“123”は “12”と “3”の 2トークンに
分割される．この方式は，LLMが自然言語を処理する際の
標準的なトークナイズ順序と整合するものである．

表 2: 加算能力獲得の実験結果: 𝑑𝑚, 𝑛𝑙 , 𝑛d+𝑛dはモデ
ル次元数，層数，𝑛桁+𝑛桁の整数加算を示す．
モデル設定 桁別正答率 (入力 A +入力 B)

(𝑑𝑚, 𝑛𝑙) 1桁+1桁 2桁+2桁 3桁+3桁 Avg. (MSE)

Low Capacity / Shallow
(32, 4) 0.00 7.04 8.21 7.85 (141.79)
(32, 8) 0.00 6.79 10.96 10.25 (120.84)

Comparable Capacity (Width vs Depth)
(64, 4) 54.55 73.70 97.70 95.63 (2.03)
(32, 16) 90.91 100.00 99.99 99.93 (0.26)

High Capacity
(64, 8) 90.91 100.0 99.99 99.99 (0.089)
(64, 16) 90.91 99.75 100.00 99.99 (0.10)

部表現の幾何学的変容について分析する．

3.1 数理推論能力の性能に関する検証
モデル/学習設計: 学習に用いる Transformer の実
装としては，PyTorch ライブラリの torch.nn クラ
スから TransformerEncoderLayerを使用し，学習お
よび推論時には Attention ブロックのトークンの先
読みによる推論を禁止することで，自己回帰的な
デコーダーモデルとして動作させた．これにより，
LLMで用いられる Transformerデコーダ2）と機構を
同じにすることが可能である．モデルの埋め込み
次元 𝑑𝑚 ∈ {32, 64}，FFN次元 𝑑ff ∈ {128, 256}（通常
4 × 𝑑𝑚），Transformer 層数 𝑛𝑙 ∈ {4, 8, 16}，ヘッド数
ℎ = 4を組み合わせて実験を行い，バッチサイズは
512，エポック数は 1000を上限に設定し，評価損失
の 50エポック平均が 1𝑒−5 を超えた場合は早期終了
を行った．なお，学習・評価・テストセットは各桁
数の構成ごとにそれぞれ 80%，10%，10%の割合で
ランダムに選択した．
モデル構造と演算能力の相関関係: 加算能力獲得
の構造的要件を特定するため，同容量条件下で深さ
（𝑛𝑙）と次元（𝑑𝑚）の影響を比較した（表 2）．分析
の結果，以下の知見を得た．
深さの支配的寄与: 総パラメタ量（計算容量）が近
似する (64, 4)と (32, 16)の比較において，後者の深
層・狭幅構成が圧倒的に高い精度を達成した．これ
は，加算のような逐次的なステップを要するアルゴ
リズムの獲得において，一層あたりの次元数を広げ
るよりも，計算ステップを垂直方向に積層する深さ
を確保する方が構造的に適合していることを示唆し
ている．つまり，Transformerにおける深さは多段階

2） TransformerDecoderLayer はクロスアテンション機構 [7]
を含み，既存の LLMの構成と異なるため使用しなかった．
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図 2: 𝑑𝑚 = 64, 𝐿 = 16における桁別テスト精度推移
表 3: 桁数構成別 Grokking発生特性の比較

構成 強度 特徴
1桁+1桁/2桁+1桁 低 学習事例不足により汎化困難
2桁+2桁 低 漸次的・緩慢な向上
3桁+2桁/2桁+3桁 強 明瞭かつ急峻な精度上昇
3桁+3桁 中 学習事例増加による漸次的向上
1桁+3桁/3桁+1桁 強 構造的変容を伴う急上昇
不均衡混合 (1v3 & 2v3) 強 幾何学的構造の強力な誘導

の推論回路を効率的に構成するために不可欠である
と考えられる．
回路形成の閾値： 𝑑𝑚 = 32では 𝑛𝑙 = 8まで学習が停
滞し，𝑛𝑙 = 16で突如 Grokkingが発生した．これは
推論回路の形成に物理的な深さの閾値が存在するこ
とを示唆し，パラメタ数のみでは捉えきれない構造
的要件を裏付けている．
桁別正答率と Grokking現象: 予備実験の結果，R2L
方式では精度の漸増に留まるが，L2R方式では顕著
な Grokkingが観測された．これは Transformerが上
位桁からの情報を処理する過程で高度な内部構造を
自己組織化している可能性を示唆する．
図 2の通り，特定エポックを境に精度が段階的に

遷移する Grokking現象が観測された．3桁+1桁/3d
桁の習得を端緒に不均衡な組み合わせへと波及して
おり，特に不均衡な桁数データが内部表現を暗記か
ら汎化へと相転移させる強力なトリガーであること
が示唆された（表 3）．

3.2 螺旋モデルに基づく幾何学的解析
内部表現の変容を解明するため，Kantamneniら [6]

の手法に基づき，数値トークンの埋め込みを螺旋モ
デルで解析した．埋め込み h𝑎 を周期 𝑇 = 10を持つ
基底へと射影し，決定係数 𝑅2 により構造の形成度
を定量化した（詳細な数式は付録 A）．

表 4: 学習データ構成別の螺旋フィッティング率
（𝑅2）と重要度の比較
学習データ構成 決定係数 𝑅2 重要度 (𝑇 = 10)

1桁 + 1桁（最小構成） .031 0.52
2桁 + 2桁（同桁構成） .127 0.47
3桁 + 2桁（単一不均衡） .274 1.44
全組み合わせ .261 0.91

不均衡混合 (1v3 & 2v3) .325 1.65

3.2.1 埋め込み空間における螺旋構造の形成
学習データの構成が幾何学的構造に与える影響
を評価するため，周期 𝑇 = 10のスペクトル重要度
（PSD）と決定係数 𝑅2を算出した（表 4）．
分析の結果，同桁同士の学習（1d+1d, 2d+2d）では

𝑅2 が極めて低く，明瞭な構造が形成されないこと
が判明した．これは，データセットが単純な場合，
モデルが大域的な規則の獲得ではなく，個別の計算
結果の暗記（Lookup Table的な保持）によって損失
を低減できるためであると考えられる．
一方，不均衡な桁数ペアを混合したデータでは，

𝑅2（.325）および重要度（1.65）共に最高値を記録し
た．これは，多様な繰り上がりパターンを含む不均
衡データが，モデルに対して十進法の体系的な周期
構造（螺旋多様体）を共通の数理的基底として獲得
することを強制した結果であると解釈できる．この
幾何学的アンカーとしての性質は，効果的な学習戦
略の設計において極めて重要な示唆を与える．

4 Grokking誘導型学習戦略
前節の解析により，算術能力の獲得と埋め込み空
間における螺旋構造の形成との関連性が示された．
本節では，この知見を基に学習順序を制御すること
で効率的に高精度な演算能力を獲得させる Grokking
誘導型学習戦略を提案し，その効果を検証する．

4.1 学習手順と検証方法
本戦略は以下の 2フェーズで構成される．フェー
ズ 2において埋め込み層の更新（Unfrozen）を許可
するか否かが，最終的な幾何学的洗練度と精度に与
える影響を検証した．
フェーズ 1：構造形成 Grokkingを強く誘発する特
定のデータサブセット（不均衡混合データ）の
みを用いて初期学習を行う．これにより，モデ
ル内部に演算の基盤となる幾何学的多様体を早
期に自己組織化させる．
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表 5: 学習戦略による最終性能と螺旋構造 (𝑇 = 10)
への適合率の比較 (𝑑𝑚 = 64, 𝐿 = 4)．

学習戦略
決定係数

𝑅2 重要度
平均精度

(%)

従来法 (一括学習) .261 0.91 95.63
提案法 A (誘導 +固定) .325 1.65 98.42
提案法 B (誘導 +非固定) .372 1.74 99.97

図 3: 提案手法 Bにおける埋め込み空間の螺旋射影
(𝑇 = 10)．決定係数 𝑅2 = 0.372に達しており，数値
トークンが 10進法の周期性に基づき理想的な円環
構造を形成していることが視覚的にも確認できる．

フェーズ 2：全データ学習 形成された構造に基づ
き，全データセットを用いた学習へ移行する．
固定: 埋め込み層を固定し，幾何学的構造を

保ったまま後続層を適応させる．
非固定: 埋め込み層を固定せず，幾何学的構造

の微調整を許容する．

4.2 実験結果
表 5に，フェーズ 2終了時における各指標の比較

を示す．分析の結果，フェーズ 2において埋め込み
を非固定とした手法が，螺旋構造へのフィッティン
グ率（𝑅2）および演算性能の双方で最高値を記録し
た．これは，初期フェーズで誘導された螺旋構造
が，その後の全データ適合過程において破壊される
のではなく，むしろ幾何学的にさらに洗練されたこ
とを示している．
図 3に示す通り，数値トークンは 10を周期とす

る極めて鮮明な螺旋構造を形成している．この幾何

表 6: 桁別正答率比較 (%) (𝑑𝑚 = 64, 𝐿 = 4)

従来法 提案法 B

A \B 1d 2d 3d 1d 2d 3d

1d 54.55 45.98 85.16 0.00 23.44 99.44
2d 66.67 73.70 91.01 2.44 88.61 99.89
3d 84.48 85.08 97.70 99.89 99.83 100.00

学的一貫性は，3桁計算における高い汎化性能を支
える本質的な幾何学的基盤であり，モデルが個別の
暗記を排して，体系的な演算規則を記述可能な内部
表現を構築したことを強く示唆している．

4.3 桁別正答率の詳細比較と機序の考察
表 6に提案法 Bとベースラインとの桁組合せ別の
正答率を示す．特筆すべきは，提案手法が 3桁の組
み合わせにおいて 100%という完璧な汎化を達成し
た点である．一方，1d+1dにおいて精度が 0.00%を
記録する等，低桁数領域で特異な性能低下が確認さ
れた．これは，特定の幾何学的アンカーを先行学習
させたことにより，モデルが個別の数値を暗記する
局所的な解を完全に放棄し，十進法の体系的演算規
則を司る大域的な螺旋多様体へとパラメタを高度
に専門化させた結果であると解釈できる．この挙動
は，暗記から汎化へのトレードオフを劇的に反映し
たものであり，本提案戦略が数理的本質の獲得にお
いて強力な手法となることを示唆している．

5 おわりに
本研究では，統制された合成データセットを用い
た実験により，Transformerの加算能力獲得にはモデ
ルの深さと不均衡な桁数構成が不可欠であることを
解明した．また，幾何学的解析を通じて，演算能力
の獲得が埋め込み空間における螺旋構造の形成と同
期していることを特定し，これを意図的に誘導する
Grokking誘導型学習戦略を提案した．実験では，本
手法が従来の学習法では到達困難であった高桁数
計算における完全な汎化を実現することを確認し
た．今後は，本知見を乗算や多段階推論タスクへ拡
張し，LLMにおける数理的論理獲得の一般原理の
究明を目指す．
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A 一般化螺旋モデルの数学的詳細
数値トークン 𝑎 ∈ {0, . . . , 99} の 𝑑 次元埋め込み

ベクトル h𝑎 ∈ ℝ𝑑 に対し，以下の基底ベクトル
b(𝑎) ∈ ℝ2𝑘+1を構成する:

b(𝑎) = [𝑎, 𝜙1 (𝑎), 𝜓1 (𝑎), . . . , 𝜙𝑘 (𝑎), 𝜓𝑘 (𝑎)]⊤ (1)

ここで，𝜙𝑖 (𝑎) = sin(2𝜋𝑎/𝑇𝑖)，𝜓𝑖 (𝑎) = cos(2𝜋𝑎/𝑇𝑖) で
ある．ここで，Tは埋め込みベクトルの周期を表し,
T= 10は十進法の構造を反映している．
埋め込み行列 H = [h0, . . . , h99]⊤ および基底行
列 B = [b(0), . . . , b(99)]⊤ を用いる．中心化された
埋め込み行列 H̄ に対し，螺旋基底への変換行列
C ∈ ℝ(2𝑘+1)×𝑑 は，以下のフロベニウスノルムを最小
化する最小二乗法により推定される：

Ĉ = arg min
C

∥H̄ − BC∥2
𝐹 (2)

モデルの適合度（螺旋構造の形成度）は，以下の
決定係数 𝑅2によって定量化される：

𝑅2 = 1 −
∑

𝑎 ∥h𝑎 − Ĉ⊤b(𝑎)∥2∑
𝑎 ∥h𝑎 − 𝝁∥2 (3)

ここで，𝝁 = 1
100

∑
𝑎 h𝑎 は埋め込みベクトルの平均で

ある．

B 実装および実験設定の詳細
本研究におけるモデルの実装および学習設定の詳

細を述べる．

B.1 計算環境
実験には NVIDIA RTX A6000 GPU を 4 基搭載し

た計算サーバを使用し，PyTorchの Distributed Data
Parallel (DDP)により分散学習を実施した．

B.2 モデル構成とハイパーパラメタ
モデルは Transformer Encoderをベースとし，学習

および推論時には generate_causal_maskにより下
三角行列のマスクを適用することで，自己回帰的な
デコーダーモデルとして動作させた．具体的なハイ
パーパラメタの設定を表 7に示す．

B.3 語彙およびトークナイズ
数値データのトークナイズには，上位の桁から

順に切り出す L2R（Left-to-Right）方式を採用し，1
トークンあたり最大 2桁（0から 99）を許容した．
語彙（Vocabulary）の構成は以下の通りである．

表 7: モデル構成および学習ハイパーパラメタの設
定
カテゴリ /項目 設定値
モデル構成
層数 (num_layers) 4
モデル次元 (d_model) 64
ヘッド数 (nhead) 4
FFN次元 (dim_feedforward) 256
最大シーケンス長 (max_len) 20
ドロップアウト率 0.1
活性化関数 GeLU
位置エンコーディング Sinusoidal

学習設定
オプティマイザ AdamW
学習率 (learning_rate) 1.0 × 10−4

GPUあたりバッチサイズ 512
総バッチサイズ (4 GPU) 2048
最大エポック数 1000
損失関数 Cross Entropy (<PAD>を無視)
勾配クリッピング 1.0

• 数値トークン： 0, 1, 2, . . . , 99
• 演算記号・記号： +, =
• 特殊トークン： <PAD>, <BOS>, <EOS>
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