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概要
本研究では，フェルミ推定タスクにおいて，大

規模言語モデル（LLM）の内部知識と数学的推論
能力を統合的に扱うための推論フレームワーク
Fermi-MCTSを提案する．本手法は，モンテカルロ
木探索を基盤とし，LLMのキャリブレーションに
基づく中間数値の信頼性と，推論全体の妥当性を報
酬として組み込むことで，信頼性が高く妥当な推論
経路を探索する．実験の結果，提案手法は CoT や
ToT，RAG手法と比較して，高い推定精度を示した．

1 はじめに
近年，大規模言語モデル（LLM）の発展により，

常識的推論や数学的推論など幅広いタスクで顕著な
進歩が見られている [1, 2, 3]．これらの成果は LLM
が知識の保持に加え，論理構造の理解や数学的推論
を行えることを示唆している．一方で，これらの研
究の多くは，推論に必要な数値情報や前提が与えら
れている状況を想定している．現実世界の多くの課
題は，推論に必要な数値や前提条件を自ら補完し，
それらを組み合わせて推論することが求められる．
そのような課題の代表例として，フェルミ推定タ

スク [4, 5, 6]が挙げられる．このタスクは，直接測
定が困難な数値を複数の中間数値に分解し，それら
の数値を組み合わせて推定するタスクである．たと
えば「NLP2026で飲まれるコーヒーは何杯？」とい
う質問に対して，参加人数や 1人あたりの消費量な
どの中間数値を仮定して計算を行う．このようなタ
スクを LLMが解けるようになれば，人間が行う概
算の見積もりや，十分なデータが得られていない状
況における意思決定を支援することが期待される．
フェルミ推定は中間数値の仮定と計算を伴うた

め，数学的推論能力の向上が重要となる．LLM の
数学的推論能力を向上させる手法として，段階的に
推論を行う Chain-of-Thought（CoT）[1]や，複数の推
論を探索する Tree-of-Thought（ToT）[2]，推論を強化
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図 1 提案手法 Fermi-MCTSの概要図．

学習によって探索するモンテカルロ木探索（MCTS）
[3]などの手法が提案されている．しかし，これら
の手法をそのままフェルミ推定に適用すると，次の
二つの課題が生じる．
課題 1：中間数値の誤り フェルミ推定では複数の
中間数値を仮定して計算を行うが，LLM の生
成する数値には誤差が含まれている可能性があ
り，誤差の大きい中間数値を用いると，最終的
な推定値の精度が大きく損なわれる．

課題 2：計算全体の妥当性の欠如 個々の中間数値
が正確でも，それらを組み合わせる数式全体が
妥当でなければ，正しい推定は困難である．

そこで本研究では，フェルミ推定タスクにおいて
LLMの内部知識と数学的推論を統合的に扱うため
の推論フレームワーク Fermi-MCTSを提案する（図
1）．本フレームワークでは，モンテカルロ木探索を
用いて推論経路を探索し，LLM内部の数値情報の信
頼性と推論過程の妥当性に基づいて推論経路を誘導
することで，信頼性が高く妥当な数値推定を行う．
工夫１：LLM内部知識の信頼性の評価 LLM の
キャリブレーション研究 [7, 8, 9]の知見を応用
し，推論過程で生成される中間数値に対し，確
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信度に基づくステップ報酬を与えることで，信
頼性の高い数値知識を用いる推論に誘導する．

工夫２：推論の妥当性の評価 回答に達した段階
で，推論過程全体の妥当性を評価するパス報
酬を与えることで，局所的には正しくても全体
として非現実的な推論を抑制する．

工夫３：推論の妥当性に基づく回答選択 探索で得
られた複数の推論経路の中から，推論過程の妥
当性に基づいて最終推定値を選択することで，
より信頼性の高い最終回答を導出する．
実験では，フェルミ推定データセットを用いて評

価を行った結果，提案手法は CoTや ToT，RAG手法
を上回る性能を示し，本フレームワークによる LLM
のフェルミ推定能力の向上が確認された．
論文の貢献は以下の 3点である．
1. 数学的推論と一般常識を必要とするフェルミ推
定タスクに対し，LLM の内部知識を活用した
MCTSフレームワークを提案した．

2. LLM内部の数値情報の信頼性と推論過程の妥
当性を定量化するための報酬関数を提案した．

3. 実験を通じて，本手法がフェルミ推定タスクに
おいて既存手法よりも高い推定精度を示した．

2 Fermi-MCTS
本研究では，LLMの内部知識と数学的推論能力

を統合し，フェルミ推定を行うための推論フレー
ムワーク Fermi-MCTSを提案する（図 1）．提案手法
は，MCTS [10]を基盤として，フェルミ推定特有の
中間数値の誤りと計算全体の妥当性の欠如に対処す
る報酬設計および回答選択手法を導入する．具体的
には，（1）ステップ報酬，（2）パス報酬，（3）回答
選択の 3要素から構成される．これら 3つの仕組み
により，局所的な中間数値の誤差を抑制しつつ，妥
当性のあるフェルミ推定を実現する．

2.1 MCTSによる推論アルゴリズム
本研究では，フェルミ推定タスクを以下のよう

に定式化する．与えられた質問 𝑞 に対し，推論は
一連の推論ステップ 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑇 から構成される．
各推論ステップ 𝑠𝑡 は，中間数値の仮定や計算な
ど，推論過程における 1つの操作を表し，推論の状
態 𝜏𝑡 は，それまでの推論軌跡 𝜏𝑡 = (𝑞, 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑡 )
と定義する．推論生成モデル 𝑓gen は現在の状態 𝜏𝑡

を入力として，次に追加可能な推論ステップ候補

{𝑎 (1)𝑡+1, . . . , 𝑎
(𝐾 )
𝑡+1 }を生成する．各候補 𝑎 (𝑘 )𝑡+1は，選択さ

れることで新たな推論ステップ 𝑠𝑡+1 となり，推論状
態は 𝜏𝑡+1 = 𝜏𝑡 ⊕ 𝑠𝑡+1 へ遷移する．この探索を通じて
最終出力 𝑦を求める．
本フレームワークはMCTSの 4段階（選択，展開，
シミュレーション，逆伝播）を繰り返す探索アルゴ
リズムに基づいており，探索木の各ノードは 1つの
推論ステップ 𝑠を表し，ノードまでのパスは推論状
態 𝜏に対応する．まず選択では，これまでに構築さ
れた探索木の中から，次に探索を行うべき推論状態
を決定する．具体的には，各ノード 𝑠 に蓄積され
た Q値と訪問回数に基づき，Upper Confidence bound
applied to Trees [10]を用いて展開するノードを選択
する．次に，展開では，選択された推論状態 𝜏に対
して，推論生成モデル 𝑓gen を用い，推論ステップ候
補 {𝑎1 . . . 𝑎𝐾 }を生成する．各候補に対してステップ
報酬を計算し，最も高い報酬を持つ候補を選択する
ことで，新たな推論ステップ 𝑠を探索木に追加する．
そしてシミュレーションでは，回答に到達するか，
深さ制限 𝐿 に達するまで推論を進め，得られた推論
軌跡 𝜏 に対してパス報酬を計算する．逆伝播では，
パス報酬を推論軌跡上の各ノードに逆伝播させ，Q
値と訪問回数を更新し，次回以降の選択に反映させ
る．なお，アルゴリズムの詳細は付録 Aに記す．

2.2 報酬設計
Fermi-MCTSでは，中間的な推定数値の信頼性と
計算方法の妥当性を担保するため，ステップ報酬関
数 𝑓step とパス報酬関数 𝑓path の 2つを導入する．ス
テップ報酬は各中間数値の信頼性を評価し，パス報
酬は最終的な推論経路の妥当性を評価する．これら
二つの報酬はMCTSにおける展開と逆伝播で利用さ
れ，局所的に信頼性が高く，かつ全体的に妥当性の
ある推論経路を選択する役割を果たす．

2.2.1 数値信頼性に基づくステップ報酬
各推論ステップ 𝑎𝑘 において，LLMが生成する中
間数値の一貫性に基づいて，その信頼性を定量化す
る．本研究では，出力の一貫性を信頼性の指標とす
るキャリブレーション手法 [7, 8, 9]を数値出力に応
用し，同一推論ステップに対する複数生成結果の分
布からステップ報酬 𝑟step を計算する．具体的には，
推論ステップ 𝑎𝑘 の中の指示文（例：日本の総人口
を推定する）に対し LLMを 𝑚 回生成し，数値候補
を得る：𝑦𝑖 = 𝑓gen(𝑎𝑘)(𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚). 各候補値に常
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用対数変換を行い，𝑥𝑖 = log10 (𝑦𝑖) を得る．次に，対
数変換後の数値候補集合 {𝑥𝑖} に対してカーネル密
度推定を適用し，LLMが出力した数値の確率分布
𝑝(𝑥)を得る：

𝑝(𝑥) = 1
𝑍

𝑚∑
𝑖=1

𝐾ℎ (𝑥 − 𝑥𝑖). (1)

ここで，𝐾ℎ (·) はカーネル関数を表し，本研究では
次式で定義されるガウスカーネルを用いる：

𝐾ℎ (𝑥 − 𝑥𝑖) =
1
ℎ

exp
(
− (𝑥 − 𝑥𝑖)

2

2ℎ2

)
. (2)

ℎはバンド幅，𝑍 は正規化定数である．得られた確
率分布 𝑝(𝑦) に対して，そのエントロピー

𝐻 = −
∫

𝑝(𝑥) log 𝑝(𝑥) 𝑑𝑦 (3)

を計算する．エントロピーが小さいほど，数値出力
が特定の値に集中しており，LLMによる出力が一
貫していると考えられるため，ステップ報酬を次式
のように定義する：

𝑟step = 𝑓step(𝑎𝑘) =
1

1 + 𝐻 . (4)

2.2.2 推論の妥当性に基づくパス報酬
推論軌跡の終端状態 𝜏′において，推論過程の妥当

性に基づいてパス報酬を 𝑟path = 𝑓path (𝜏′) 算出する．
𝑓path は、推論経路の妥当性を評価する関数であり，
具体的には，LLMを用いて推論過程を評価し，計算
手順の正当性や整合性に基づいて報酬を出力する．
また，パス報酬のプロンプトを付録 Bに示す．

2.3 回答選択手法
探索によって得られた終端ノードと対応するパ

ス報酬の集合 𝑌 = {(𝑦𝑖 , 𝑟path,𝑖) | 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑀}から，
最終的な数値回答 𝑦̂を決定する．本節では，節 2.2.1
で導入した対数空間におけるカーネル密度推定と同
様の手法を用いて，最終候補値の分布を集約する．
具体的には，各候補値 𝑦𝑖 に対して常用対数変換を

施し，得られた集合 {𝑥𝑖} に対して，パス報酬 𝑟path,𝑖

を重みとするカーネル密度推定を行う：

𝑝(𝑥) = 1
𝑍

𝑀∑
𝑖=1

𝑟path,𝑖𝐾ℎ (𝑥 − 𝑥𝑖). (5)

ここで，カーネル関数 𝐾ℎ (·) は式 2で定義されるガ
ウスカーネルである．最後に，各候補点 𝑥𝑖 における
密度 𝑝(𝑥𝑖) を評価し，最大値を与える点に対応する
元の数値 𝑦𝑖 を最終回答として選択する：

𝑦̂ = 𝑦 𝑗∗ , 𝑗∗ = arg max
𝑖
𝑝(𝑥𝑖). (6)

3 実験
3.1 実験設定
データセット 本研究では，Kalyanらが提案した

1,557件のフェルミ推定データセット [6]を評価に利
用した．このデータセットには，質問文に加えて推
論を補助するための補足情報が含まれているが，本
研究では LLMの内部知識と推論能力をどの程度活
用できるかを検証するため，質問文のみを入力とす
る設定を採用した．
評価指標 数値推定の精度を評価するために，既
存のフェルミ推定の評価に用いられる fp score[6]を
より一般化した指標 fp score@k（fp@k）を用いる．
モデルの予測値 𝐴′ と正解値 𝐴 の許容誤差を指定
するパラメータ 𝑘 を導入した fp@k を以下に定義
する：

fp@𝑘 = max
(
0,

1
𝑘

����log10
𝐴′

𝐴

����) (7)

利用モデル・パラメータ 推論生成モデル 𝑓gen

および報酬関数には Llama3.1-8B-Instructionを用い，
tempretureは 0.6とした．また，探索パラメータ 𝑐は
2，ロールアウト回数 𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟 は 32, 深さ制限 𝐿 は 8，
推論ステップ生成数 𝐾 は 8，ステップ報酬のサンプ
ル数 𝑚は 16とした．
ベースライン 本研究では，提案手法の有用性を
検証するために，既存の RAG手法と LLMの内部知
識に基づく手法をベースラインとして設定した．
まず，RAG ベースラインについて説明する．

MCR [11] は，Vicuna-13B を用いた RAG フレーム
ワークであり，多段階推論が必要な質問をサブ質
問に分解し，関連する文書を反復的に検索する手
法である．SPRING [12]は，Llama2-7B用いた RAG
のための追加トークンを導入した手法である．本
研究では，検索モデルに BM25 [13]，外部知識に
Wikipedia1）を使用した．
次に，内部知識ベースラインについて説明する．
直接推定は，中間的な推論過程を伴わず，直接数値
を生成する手法である．CoT [1]は，質問に対して
段階的に推論を行う手法である．CoT+SC@32 [14]
は，同一プロンプトに対して 32本の CoTをサンプ
リングし，多数決によって最終回答を選択する手法
である．ToT@32 [2]は，推論過程を木構造として表

1） https://huggingface.co/datasets/Tevatron/

wikipedia-nq-corpus
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表 1 主な実験結果．既存のベースライン手法と提案手
法の比較．

手法 fp@3 fp@5 fp@10

RAGベースライン
MCR [11] 0.234 – –
SPRING [12] 0.307 0.413 0.571

内部知識ベースライン
直接推定 0.146 0.196 0.266
CoT [1] 0.463 0.569 0.700
CoT+SC@32 [14] 0.466 0.560 0.681
ToT@32 [2] 0.434 0.555 0.708

提案手法
Fermi MCTS 0.489 0.599 0.733

表 2 提案手法における報酬のアブレーションスタディ．
報酬設定 fp@3 fp@5 fp@10

Fermi MCTS 0.489 0.599 0.733
–報酬なし 0.434 0.553 0.705
–パス報酬なし 0.437 0.553 0.701
–ステップ報酬なし 0.484 0.597 0.736

現し，複数の候補となる推論分岐を探索する手法で
ある．本研究では，幅優先探索を適用し，32本の推
論経路が生成された時点で探索を終了した．

3.2 実験結果
表 1は提案手法とベースライン手法との比較結果

を示す．まず，RAGベースラインのMCR，SPRING
と比較すると，提案手法はすべての指標で大きく上
回った．RAGベースラインは外部知識を明示的に
参照しているにもかかわらず，提案手法は内部知識
を活用した推論のみ高い推定精度を示した．これ
は，LLMの内部知識を適切に活用しつつ，探索を通
じて推論の妥当性を高める本手法の有効性を示唆
している．次に，内部知識ベースラインとの比較で
は，提案手法はすべての手法と比べて高い推定精度
を達成した．これは，単純な推論よりも，報酬に基
づいて多様な推論を探索する手法がより効果的であ
ることを示唆している．
表 2に，提案手法の報酬を除去した場合の性能変

化を示す．報酬をすべて除去した場合とパス報酬を
除いた場合に大きなスコア低下が見られた．このこ
とから，パス報酬のような推論経路の妥当性を評価
する仕組みがより効果的であることが示唆される．

表 3 回答選択手法の比較．
回答選択手法 fp@3 fp@5 fp@10

パス報酬最大値 0.408 0.527 0.683
重み付き多数決 0.428 0.545 0.694
提案手法 0.489 0.599 0.733
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図 2 推論経路数による性能の変化．

表 3に，最終回答の選択方法について様々な手法
を適用したときの性能比較を示す．パス報酬の最大
値を最終回答とする手法やパス報酬を重みして多
数決で回答を決定する手法は，低い予測精度を示し
た．一方で，確率密度分布に基づいて回答を選択す
る提案手法は大幅な性能改善を示した．この結果
は，単純な多数決ではなく，回答の分布を解析して
代表値を選択する方法が，フェルミ推定において有
効であることを示している．
図 2は推論経路数による性能の変化を図示してい
る．提案手法は推論経路数の増加に伴って精度が改
善する傾向が見られる．一方，ToTは推論回数を増
やしても性能が向上せず，CoT+SCは一度性能が低
下する傾向を示した．これは，単純に推論経路を増
やすだけでは，全体の精度が向上しないことを示唆
している．

4 おわりに
本研究はフェルミ推定タスクのために，LLM内
部の数値情報の信頼性および推論過程の妥当性を
報酬として付与し，MCTSによって推論を探索する
フレームワーク Fermi-MCTSを提案した．実験の結
果，提案手法 CoTや ToT，RAG手法と比較して，高
い推定精度を示した．今後の発展として，MCTSに
外部知識の検索を組み込むことが挙げられる．
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A 推論アルゴリズムの詳細

Algorithm 1: MCTSを用いた LLMの推論アル
ゴリズム
Require: 質問 𝑞，推論生成モデル 𝑓gen，ステップ報
酬関数 𝑓step，パス報酬関数 𝑓path，探索パラメー
タ 𝑐，探索回数 𝑁iter，最大推論深さ 𝐿，推論ス
テップ候補数 𝐾，回答選択手法 AnswerSelector

Ensure: 最終回答 𝑦̂

1: Initialize 𝜏0 ← (𝑞), 𝑄(𝑠) ← 0, 𝑁 (𝑠) ← 0 for all 𝑠,
answer candidate set 𝑌 ← ∅

2: for 𝑛← 1 to 𝑁iter do
3: 𝜏 ← 𝜏0, 𝑡 ← 0
4: while 𝜏 is expandable and 𝑡 < 𝐿 do

5: 𝑠← arg max𝑠
[
𝑄 (𝑠)
𝑁 (𝑠) + 𝑐

√
ln 𝑁 (parent(𝑠) )

𝑁 (𝑠)

]
選択

6: 𝜏 ← 𝜏 ⊕ 𝑠, 𝑡 ← 𝑡 + 1
7: end while
8: {𝑎1, . . . , 𝑎𝐾 } ← 𝑓gen(𝜏) 展開
9: for 𝑘 ← 1 to 𝐾 do

10: 𝑟step,𝑘 ← 𝑓step (𝑎𝑘)
11: end for
12: 𝑎∗ ← arg max𝑘 𝑟step,𝑘

13: 𝑠∗ ← 𝑎∗

14: 𝜏′ ← 𝜏 ⊕ 𝑠∗

15: if 𝜏′ is terminal or 𝑡 = 𝐿 then
16: Extract answer 𝑦′ from 𝜏′

17: 𝑟path ← 𝑓path (𝜏′)
18: Append (𝑦′, 𝑟path) to 𝑌
19: for each 𝑠 along the path of 𝜏′ do
20: 𝑁 (𝑠) ← 𝑁 (𝑠) + 1, 𝑄(𝑠) ← 𝑄(𝑠) + 𝑟path

21: end for
22: end if
23: end for
24: 𝑦̂ ← AnswerSelector(𝑌 )
25: return 𝑦̂

B パス報酬プロンプト
図 3にパス報酬で用いた指示文を示す．

C ステップ報酬に関する分析
表 4に，ステップ報酬の設計を変化させた場合の

性能を示す．キャリブレーションに関する既存研究
では，言語的な自己申告に基づく言語ベース手法

<Instruction >

You are a strict unit -consistency checker.

Your task is to evaluate whether given

calculation steps produce a result that

is dimensionally plausible for the

stated quantity.

<Output Constraints >

You must return two elements in your

answer:

1. A short textual rationale (1,2

sentences) explaining your judgment.

2. A JSON object in the following form:

{{" score": float number }}.

Do not output anything else beyond the

rationale and the JSON object. After

the JSON object , you MUST append the

closing tag </answer > to indicate the

end of the answer.

Scoring rubric:

1.0 = clearly consistent

0.5 = unclear but possibly plausible

0.0 = inconsistent

図 3 パス報酬のプロンプト
表 4 ステップ報酬を変更した場合の性能変化．
手法 fp@3 fp@5 fp@10

言語ベース
確信度直接出力 0.469 0.582 0.726
誤差範囲出力 0.460 0.571 0.708

一貫性ベース
厳密一致の割合 0.476 0.584 0.723
提案手法 0.489 0.598 0.733

[7, 8]と，出力の一貫性に基づく一貫性ベース手法
[9]の二つのアプローチが提案されており，これら
二つの手法を数値推定タスクに適用し，比較した．
まず，言語ベース手法では，確信度を直接出力さ
せる方法と，出力数値の誤差範囲を出力させる方法
を比較対象とした．いずれの方法も提案手法に比べ
て低い性能を示し，言語的な確信度が数値推定の信
頼性を十分に反映していないことが示唆された．次
に，一貫性ベース手法では，厳密一致の割合を用い
る手法を比較対象とした．厳密一致の割合を用いる
手法は言語ベースの手法よりも高い性能を示した
が，提案手法と比較すると低い性能であった．以上
の結果から，フェルミ推定タスクにおいて，一貫性
ベース手法が信頼性の高いステップ報酬として機能
することが確認され，特に数値分布から一貫性を計
算する方法がより効果的であることが示唆された．
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