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概要
言語モデルの次トークン予測は，形式上は数万項

の単語集合の上の確率分布であるが，実際には文脈
に応じた小規模な語群の上だけに確率値が集中す
る．この，事前学習から自然に生じる単語予測分布
の低ランクな構造を，単体複体という概念を用い
て表し，「次単語予測分布の幾何構造」を考えたい．
提案アルゴリズムは，未知文脈の候補集合を包含す
るように単体を構成することで，コーパスサイズに
よらない（Heaps 則に適した）推定を可能にする．
Olmo 7Bと Dolmaを用いた実験で，名詞の文脈と動
詞をとる文脈が自然に分離されるなど，次単語予測
が言語的に自然な幾何構造を内包していることを
確かめた．さらに，単体複体を構成する単体（＝次
トークン候補の集合）の頻度が，単語と同様に種々
のべき乗則を満たすことを確認した．

1 はじめに
大規模言語モデル（LLM）の興隆に伴い，各種の

概念が線形に埋め込まれているとする線形表現仮説
[1, 2]や，その概念に相当するベクトルを特定しよ
うとする線形プロービング [3]など，内部状態の幾
何学的な解釈が多数試みられている．
また LLM の主機能である次単語予測に着目す
ると，形式上は数万項に及ぶ単語の上の分布が出
力されるが，経験的には文脈に応じた小規模な語
群の上の低ランクな分布をなす事実が知られて
いる [4, 5, 6]．例えば，I never . . . という文脈では，
thought, knew,などの動詞の確率が高くなり，文法的
にとりづらい単語の確率は 0とみなせる．
本稿では，この次単語予測分布の低次元性を，位

相幾何学で用いられる単体複体という幾何的概念
（図 1右下）を介して理解する方法を提案する．文
脈 𝑐 の次単語予測の確率値が語群 𝑠𝑐 上に集中する
としよう．𝑠𝑐 を（三角形や四面体の一般的概念であ
る）単体とみなすと，次単語予測分布の全体は，小

さな単体の集まりである単体複体とみなせる．
言語モデルに対応する単体複体を推定するため，
まず LLMから「文脈に応じた次トークン候補集合」
を集め，ここから単体複体を自然に誘導する枠組
みを定式化する．ただしここで言語データの Heaps
性，すなわちコーパスの拡大に伴って新しい単体が
観測されつづける特性 [7]が障害となる．観測され
た単体から素朴に作成した単体複体は利用する有限
のコーパスに依存してしまうため，言語全体を表現
する単体複体を工夫して構成する必要がある．そこ
で我々は，未知の単体をどれだけ予測可能かを評価
する閉性の指標を導入し，与えられたコーパスには
現れない次トークン候補集合を包含するような単体
を推定する手続きを提案する．
実験では，推定した単体複体が言語的に自然なク

ラスタ構造を捉えていること，未観測コーパスに
対して一定の頑健性を持った推定が可能であるこ
と，また得られる単体（単語集合）とその頻度がべ
き乗的な挙動を示すことを確認した．この研究によ
り，これまで一つの巨大な空間として扱われてきた
[8, 1, 9]言語モデルの内部機序に，たくさんの小規模
な空間の集積という新しい視点 [10]を提供したい．

2 準備
2.1 言語モデルに関する記号と仮定
𝑉 をトークンの集合とする．言語モデル LMは，
文脈 𝑐 ∈ 𝐶 ⊂ 𝑉∗（𝑉∗は 𝑉 の有限列全体の集合，𝐶 は
コーパスとトークナイザで決まる文脈の集合）を受
け取り，確率分布 𝒑 ∈ Δ𝑉 を返す関数

LM := 𝑉∗ −→ Δ𝑉 (1)

である．Δ𝑉 := { 𝒑 | 𝑝𝑖 ≥ 0,
∑

𝑖 𝑝𝑖 = 1} は次に定義す
る単体の一つである．
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図 1 確率分布から単体複体を導く様子．言語モデルの
次トークン予測は全語彙中の確率分布=Δ𝑉 中の一点を与
える（左上）が，その確率は文脈に応じて少数語彙に集中
している（右上）．これは四項上の確率分布が二つ重なっ
たものと考えられ（左下），その確率分布の幾何構造は正
四面体二つが張り合わさった単体複体をなす（右下）．

2.2 単体複体について
単体とは，|𝑠 |個の頂点で構成される |𝑠 | − 1次元の

幾何学的対象である．点，線分，正三角形，正四面
体，正 |𝑠 | 胞体は単体である．単体は，低次の単体
を辺や面にもつ．例えば，正四面体は線分や正三角
形を構成要素に持つ．単体複体とは，複数の単体が
張り合わされたものである [10]．例えば図 1（右下）
は，二つの四面体を共通する線分ではり合わせたも
のである．この構造を，単体を集合 𝑠，単体複体を
その集まりによってもあらわす [11]．
定義 1 (単体複体とその実現). 語彙集合 𝑉 の部分集
合 𝑠 や，𝑠 のみが正の確率を持つような確率分布全
体を単体と呼ぶ．単体が集まったものを単体複体と
呼ぶ．単体同士は，その共通部分のなす部分単体同
士で張り合わされている．

3 理論
3.1 確率分布を単体複体中の点とみなす
前述のとおり，コーパス 𝐶 の中の文脈 𝑐での LM

の確率分布 p𝑐 は，𝑐 に応じた一部の語群 𝑠𝑐 が多く
の確率を担っているので，自然に p𝑐 は単体 𝑠𝑐 に属
しているとみなせる．コーパス 𝐶 の各元 𝑐 につい
て，次トークン候補集合 𝑠𝑐 を集めると単体複体と
なる．これを Σ(𝐶) とかく．

3.2 Heaps則によるコーパス依存性
定義した Σ(𝐶) は，図 1の右上にあたるが，言語
データの経験的事実から，𝐶 を十分大きくしたと
き，Σ(𝐶) はある一定の単体複体に収束していくと
は考えづらい．一般に，言語データの語彙数 #𝑉 と
コーパスサイズ #𝐶 には，𝛽 ∈ [0, 1] によるべき乗則

#𝑉 ∼ #𝐶𝛽

が成立することが知られている [7]．この法則は
Σ(𝐶) に属する単体を語彙とみなしても成立し，単
体複体はコーパスに依存して拡大していく．コーパ
スサイズに依存しない単体複体を構成することを以
降の目標とする．図 1の例では，右上の赤線/赤三角
が与えられたとき，未知のサンプルを包含するよう
に黒枠を設定することに相当する．これは，以下の
ような学習問題であると言い換えられる．

• 教師データ 𝐶train：与えられたコーパス/図 1赤
線/赤三角

• 学習モデル Σ+ (𝐶train)：単体複体＝語彙の組の集
合/図 1黒枠

• 評価データ 𝐶test：未知の文脈（または別のコー
パス）

• 目的関数：𝑃(LM(𝑐𝑡𝑒𝑠𝑡 ) ∈ Σ+)/未知の候補語彙集
合を黒枠内に収めること

3.3 未知文脈に対応した単体複体の構成

3.3.1 指標の定義
未知の予測語彙集合を含むような組=単体を作成
するためには，似た文脈で発生しやすい単語の組を
探せばよい．そのような語群で高くなりやすいと考
えられる指標を定義し，求める単体複体を探索的に
構築することを目指す．
定義 2 (cloneness). 𝑢 ⊆ 𝑉 と 𝑖 ≤ #𝑢 について，閉性
(closeness)を

closeness𝑖 (𝑢) :=
𝑃(LM(𝑐) ∈ Δ𝑢)

𝑃
(
LM(𝑐) ∈ ∪

#(𝑢∩𝑠)≥𝑖 Δ𝑠
) (2)

と定義する．任意の 𝑢, 𝑖 について，#(𝑢 ∩ 𝑢) ≥ 𝑖 よ
り，∪Δ𝑠 ⊇ Δ𝑢に注意すると，closeness𝑖 (𝑢) ∈ [0, 1]で
ある．
この指標の解釈を与えておく．異なる文脈が，共
通部分を多く持つ次トークン候補集合 𝑠1, 𝑠2 を持つ
とき，これらの文脈は似ているといえる．未知の似
た文脈の候補集合 𝑠𝑥 も，これらの候補集合と多く
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の共通部分を持つだろう．𝑠𝑥 を含む蓋然性の高い単
体 𝑢としては，𝑠1 ∪ 𝑠2が考えられる．同様に 𝑠3, 𝑠4...

があれば，これらの和集合は 𝑠𝑥 をより確実に含む
といえる．closeness ∼ 1は，このように構成できる
極大の集合であることを表す．

3.3.2 アルゴリズム
初期状態を空集合 Σ′ = ∅とする．単体 𝑢 ⊂ 𝑉 を以

下のように逐次的に 𝑛simplex件構成し，付け加えてい
くことで Σ+ (𝐶train)を構成する．

1. 事前に，各トークンに対する重み {𝑤𝑣}𝑣∈𝑉 を，
𝑣 が候補集合に現れる確率の，上に凸な関数 𝑓

による変換と正規化によって計算しておく
2. 𝑢をランダムに選んだ 𝑠 ∈ Σ(𝐶train)で初期化
3. 各 𝑣について，以下のように score付けをする

• 𝑣 を含む候補集合 𝑠 について，𝑘𝑠 := |𝑠 ∩ 𝑢 |
を計算する

• 𝑘𝑠 > 𝑖 か 𝑠 が 𝑢 に含まれるなら正，それ以
外なら負の重みをつけ，和を scoreとする

4. scoreと 𝑤𝑣 の積の上位 𝑛add_vertex件を 𝑢に追加
5. 3，4を 𝑛cycle回繰り返す
6. |𝑢 | > 𝑑min を満たすうち closeness𝑖 が最大のもの
を Σ+ (𝐶train) に追加

4 実験
4.1 前処理と Σ𝐶 の構成
公開 LLMである Olmo 7B[12]とその学習データ

の一部 [13]36Mトークンを用いて次トークン予測を
計算した．確率分布上位 150 件中，top-p サンプリ
ング [6]（𝑝 = 0.99）によって候補集合を得た．図 2

図 2 図 1 の実際の例（左）と二つの候補集合が重なる
様子（右）．図 1で図示した二つの四頂点の内部だけでな
く，"music"-"have"も同時に候補集合に現れうることがわ
かる．ベン図では，実際に名詞をとる文脈-動詞をとる文
脈で"like", "love"といった単語が共通部分になっているこ
とがうかがえる．

は図 1で例示した六単語の実験での振る舞い，図 3

図 3 一部のトークンでの，コーパス 𝐶 中の次トークン
候補集合の集まりを単体複体 Σ(𝐶) とみなしたもの．色
付きの多角形が単体＝同時に次トークン候補となった組
み合わせを，色の濃さが頻度を表す．それぞれ |𝐶 | = 104

（左）, 105（中）, 106（右）．

は，一部トークン 30件（＝ 30頂点）での単体複体
の様子をコーパスサイズ別に示したものである．図
3でもっとも顕著な三角形は"00"，"66"，"69"を結ぶ
ものである．この 3トークンが同時に候補集合とな
りやすいことは，直感的に明らかである．コーパス
サイズが増えるにつれ，登場する単体の種類が増大
していることも見て取れる．図 4は，単体の次数の

図 4 Σ(𝐶) 中の単体の次数の分布

分布を示している．低次元での分布が突出している
ことが見て取れる．

4.2 Σ+の作成
計算したトークン予測のうち 10%（3.6Mトーク

ン）を𝐶trainとして，Σ+ (𝐶train)を計算した．Σ+ (𝐶train)
と，訓練データに含まれない 1𝑀 件の文脈の次トー
クン候補集合 𝑠に対して，共通部分の要素数の分布，
すなわち図 1での（候補集合のサイズ，候補集合のう
ち黒枠内にある要素の数）の分布を計算した（図 5）．
理論の節で目標とした 𝑃(LM(𝑐𝑡𝑒𝑠𝑡 ) ∈ Σ+ (𝐶train))（図
1において未知文脈の候補集合が完全に黒枠内に入
る確率），は，図 5の分布中の対角線上の割合を示
しており，𝑛simplex = 180000で 39.3%, 𝑛simplex = 18000
で 34.8%であった．

4.3 次単語候補集合によるべき則の確認
図 6 のとおり，単体＝各文脈での次トークン候
補集合の頻度と種類による Zipf 則（左）と Heaps
則（右）が確かめられた．線形回帰の結果，単体
の種類を 𝑆 として，𝑆 = 𝑘#𝐶𝛽 の係数はそれぞれ
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図 5 単体の要素数（横軸）と Σ+ (𝐶train) との最大共通部
分の要素数（縦軸）の分布（1M 件中）．𝑛simplex = 18000
（左），180000（右）
𝑘 = 1.03, 𝛽 = 0.97となった．

図 6 単体の頻度順の rank（横軸）と頻度（縦軸）の関係
（左），コーパスのサイズ（横軸）と現れる単体の種類（縦
軸）の関係と線形回帰の結果（右）
また，各トークンが候補集合中に現れる確率につ

いて，図 7の非 Zipf性がみられた．

図 7 トークンの頻度順の rank（横軸）と頻度（縦軸）の
関係

4.3.1 考察
図 5から，単体複体 Σ+ (𝐶train)の元が増えると，未

知の候補集合が完全に含まれる確率が上昇してい
る．しかし，多くの未知文脈が Σ+ (𝐶train) に含まれ
ないままであった．図 2の例でいえば，図 1の二つ
の黒い四角形内に含まれない (music, love,have)の三
角形を同時に含む候補集合をとるような文脈が存在
したことに相当する．一方で，実験において，ほと
んどの未知文脈の次トークン候補集合で，Σ+ (𝐶train)
との共通部分が空でないことが確認できた．例え
ば，#𝑠𝑐 ≥ 15を満たす 𝑐 のうち，共通部分の要素数
≥ 15である 𝑐は 98.4%であった．これは，先の例で
は，枠内に含まれない (music, love, have)の組でも，
二単語は黒い四角に入っていることに対応する．こ
れは幾何的には，全体の幾何構造をなす単体複体の

ほとんどの単体が，Σ+ (𝐶train) と 15次以上の共通部
分によって接していることを示している．𝐶 を大き
くしたときの Σ(𝐶) の元は，Σ+ (𝐶train) に低次の単体
が付け加えられた形により与えられることが推測さ
れる．比喩的には，Σ+ (𝐶train)が「幹」のように振る
舞い，ここにユニークな「葉」が無数に加えられた
ような幾何構造になっているといえるだろう．

Heaps則は 𝛽が非常に 1に近い，減衰の少ない形
で確認された．これは，人間の認知能力によって上
限がある [14]語彙集合に対し，その部分集合は爆発
的な組み合わせ数を持つことが影響していると考え
られる．非べき乗則は，高頻度語が，実際に観測さ
れるより多くの文脈で，低いが 0でない確率で候補
集合に現れていることを示唆している．例えば，図
2（右）のベン図においても，高頻度語である","が
両者において観測された．

5 結論と展望
本稿では，LLM の確率分布を，単体複体の構造
を持つ幾何的対象とみなし，コーパスから幾何構造
を推定する方法を提案した．実験では，提案手法に
より得られる Σ+ (𝐶train) が，すべての未知文脈の次
トークン候補集合を含まないまでも，ほとんどの候
補集合と一定以上の共通部分を持ち，Σ(𝐶) の幹と
いえる単体複体を構成することを確認した．これに
より，言語の幾何構造に一つの示唆と定式化を与え
たといえる．この定式化に基づき，より高度な数学
の道具立ての適用や，より厳密で再現性の高い内部
機序理解が期待されるほか．特に，内部機序理解の
代表的な対象の一つである隠れ状態 [3, 1]のうち最
終層は，softmaxと線形変換のみによって確率分布
と結びついている [15, 12]．本稿の議論を引き戻し
た最終隠れ状態や，一般の隠れ状態の幾何的考察
が，今後の展望である．
提案手法の課題として，closenessの高い集合を作

成するヒューリスティックが必要とされること，特
に任意に与えられた文脈 𝑐について LM(𝑐)を含み高
い閉性を達成する単体が存在するか/現実的な計算
量で構成が可能かどうかという問題がある．
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