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概要
大規模言語モデルの数学的推論能力向上には，

推論過程を適切に評価するプロセス報酬モデル
（PRM）が有効であるが，構築時の報酬信号生成に
膨大なモンテカルロ・ロールアウト（MCR）を要す
る点が課題である．本論文では，MCRを必要とし
ない解答強制フレーズを用いた他系統モデルから
のアンサンブル蒸留と，統計的特徴量に基づく学
習ベース集計を組み合わせた高効率な PRM構築フ
レームワークを提案する．検証実験の結果，提案手
法は難関タスク AIME 24において，従来の結果報酬
モデル（ORM）や強力なベースラインである多数決
を上回る最高精度（20.67%）を達成した．分析によ
り，提案モデルは論理の収束や自己矛盾を検知し，
強化学習における密な報酬信号として極めて有望で
あることを示唆している．

1 はじめに
大規模言語モデル（LLM）は，Chain-of-Thought

（CoT）プロンプティング [1]により複雑な推論を可
能としたが，推論の長期化に伴うエラー伝播の問題
を依然として抱えている [2, 3]．これに対し，複数
の推論パスから有望なものを選択する Best-of-Nサ
ンプリングが有効であり，特にステップ単位で正当
性を評価するプロセス報酬モデル（Process Reward
Model; PRM）は，結果のみを評価する結果報酬モデ
ル（Outcome Reward Model; ORM）[4]よりも高い評
価精度が期待される [5]．
しかし，PRMの構築には，膨大な計算コストが障

壁となる．既存手法 [6, 7, 8]の多くは，各ステップ
の報酬信号として最終的な正解到達率を得るため
に，追加のサンプリングを伴うモンテカルロ・ロー
ルアウト（MCR）を必要とする．本論文では，報
酬信号生成時の追加ロールアウトを必要としない

高効率な PRM構築フレームワークを提案する．具
体的には，推論パスを生成したモデル（7B 級）自
身，あるいはそれと同等の規模を持つ他系統のモデ
ルを「指導モデル」として位置づける. これらに対
し，解答を強制するフレーズを挿入する「Prompted
Forcing」を導入し，その条件下での正答生成確率を
報酬信号として利用する.
さらに，PRMの運用において,推論ステップごと
に得られる複数の報酬スコアをいかにしてパス全
体の最終的な評価値へと集計するかという課題が
ある. この課題に対して従来の最小値や平均値と
いった単純な集計には限界がある. そこで, PRMの
出力に含まれるノイズやモデル特性を考慮し，全ス
テップの統計的特徴量に基づく「学習ベース集計
（Learned Aggregation）」を導入することで，推論パ
スの正誤識別能力の最大化を図る．
本研究の主な貢献は 3点である．第一に，複数の
指導モデルから得られる報酬信号の統合学習（アン
サンブル蒸留）を安定化する Prompted Forcingの実
証である．報酬蒸留を行う際，特定の強制フレーズ
挿入による文脈制御が，多様な指導モデル群からの
信号の識別性を高めることを示した．第二に，学習
ベース集計による PRMの潜在能力の抽出である．
学習ベースの集計器の導入により，ORMのような
均一な報酬列では困難な,推論の進行に伴って正答
への確信が高まっていく「論理の収束」が PRMに
おいて検知可能であることを示した．これにより，
難関タスク AIME 24において多数決や ORMを凌駕
するピーク性能を達成し，PRMが持つ高密度な報酬
信号の有用性を実証した．第三に，指導モデルの系
統性が与える影響の解明である．学習データ生成モ
デルとは異なる系統（DeepSeek, Llama）の指導モデ
ルを用いることで，生成時のバイアスを排除した客
観的な報酬信号が得られることを確認した．また，
アンサンブルによる一般化性能と特定モデルによる
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図 1: 提案する PRMフレームワークの概要．

ピーク性能のトレードオフを明らかにした．

2 関連研究
プロセス報酬データの自動構築と効率性 推論
パスを密に評価する PRM は，ORM では困難な早
期エラー検知を可能にする [5, 6]．PRM 作成にお
ける人手アノテーション [9] のコスト回避のため，
Math-Shepherd [6]や OmegaPRM [7]等の自動構築手
法が提案されているが，報酬信号生成に多大なMCR
を要する点がボトルネックとなる．
モデル内在的確率と自己評価の限界 一方,強化学
習では計算コスト削減のため，モデル自身の生成確
率を報酬とする LaSeR [10]，RLPR [11]，PACR [12]
等が提案されている．これらは解答生成後の特殊
トークンや，特定の接頭辞を挿入して正答トークン
の予測確率を算出する手法を用いる．しかし，学習
モデル自身の主観的な確率に依存するため，モデル
固有の過信やバイアスを排除しきれない課題があ
る．提案する「Prompted Forcing」と「指導モデル群
の蒸留」は，複数の強力な指導モデルによるアンサ
ンブル結果を軽量な 1.5Bモデルに統合する．これ
により，自己報酬バイアスの軽減と推論リソース削
減を同時に実現する．
検証スコアの集計手法 PRMによる推論パス評価
では，可変長のスコア列を集計する必要がある．従
来は積や最小値等の単純な経験的な手法が標準的で
あったが [9, 6]，比較的小規模な言語モデル (Small
Language Model; SLM) の出力はノイズを含みやす
く，評価を誤るリスクがある．本研究では，スコア
列の分布特徴を考慮する「学習ベース集計」を導入
しこれに対処する.

強化学習への応用 PRMは GRPO [13]等の強化学
習において，スパースな結果報酬を補完する有効な
手段である．密なフィードバックは学習効率を向上
させることが示唆されており [12]，本研究における
ステップ検証性能と報酬軌跡の分析によって，将来
的な高密度報酬信号としての有効性が示される．

3 提案手法
本研究では，高効率な PRM作成のため，図 1に
示す (a)指導モデル群による報酬アノテーション，
(b)生徒モデル (PRM)の学習，(c) GBDTによるスコ
ア集計と順位付けの 3段階からなるフレームワーク
を提案する．

3.1 確率ベースのプロセス報酬モデル
本手法では指導モデルの確信度を蒸留し，高品質
なプロセス報酬を学習する (図 1(a), (b))．

Prompted Forcing による確信度抽出 学習デー
タ生成モデルで数学問題 𝑥 に対する推論パス 𝑠 を
生成し, 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑇 ) の各ステップ 𝑠𝑡 までを評
価するため，指導モデル群M = {𝑀1, . . . , 𝑀𝐾 } を利
用する．評価の安定化のため，文脈 (𝑥, 𝑠1:𝑡 ) の直
後に接続フレーズ 𝑝 𝑓 𝑜𝑟𝑐𝑒（“\nThe final answer is

\boxed{”）を挿入し，正解トークン 𝑦𝐺𝑇 の生成確率
𝑃𝑘 (𝑠1:𝑡 ) = 𝑃𝑀𝑘 (𝑦𝐺𝑇 | 𝑥, 𝑠1:𝑡 , 𝑝 𝑓 𝑜𝑟𝑐𝑒) を算出する．こ
れで, 𝑠1:𝑡 が正解へ接続可能かを測定する．また,モ
デル固有の過信を抑制するため，指導モデル群の平
均確信度 𝑃𝑎𝑣𝑔 (𝑠1:𝑡 ) = 1

𝐾

∑𝐾
𝑘=1 𝑃𝑘 (𝑠1:𝑡 ) を教師信号と

して用いる．比較として,単一モデルによる蒸留も
行う.
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Log-Sigmoid 変換による報酬設計 極めて小さな
値をとりうる確率を回帰学習に適した範囲へ写像
するため，Log-Sigmoid変換を導入する．ステップ
報酬 𝑟𝑡 を 𝑟𝑡 = 𝜎(𝛼 · (log 𝑃𝑎𝑣𝑔 (𝑠1:𝑡 ) − 𝜏)) と定義する．
ここで 𝜏は中心化パラメータ，𝛼はスケーリング係
数である．生徒モデル（PRM）は，この 𝑟𝑡 を平均二
乗誤差（MSE）により予測するように学習する．比
較用の ORM報酬信号は，パス全体の正誤（1また
は 0）を全ステップに一律に付与する．

3.2 学習ベースのスコア集計
可変長のスコア列 𝑉 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑇 ) を単一指標に

統合する際，学習ベース集計を導入する (図 1(c)).
特徴量抽出と集計モデル スコア列 𝑉 から以下の

9次元の特徴量 𝜙(𝑉)を抽出する：
• 基本統計量: Min (最小値), Mean (平均), Max (最
大), Std (標準偏差), Sum (合計)

• 位置・局所指標: First (ステップ 1), Last (最後の
ステップ), Min-Last-3 (終盤 3ステップの最小値)

• パス属性: Length (ステップ長)

これらを入力とし，パスの正否を二値分類する勾配
ブースティング木（GBDT）を学習する．推論時に
は GBDTが出力する正解確率を最終的なパス評価値
として採用し，Best-of-Nの順位付けを行う．

4 実験
4.1 実験設定

PRMの構築 学習データとして NuminaMath [14]
から 15,000 問を抽出し，Qwen2.5-Math-7B-Instruct
[15] を用いて各 8 パス（計約 12 万パス）を生
成した．各パスは二重改行でステップ分割し，
Qwen2.5-Math-7B-Instruct，DeepSeek-Math-7B-Instruct
[13]，Llama-3.1-8B-Instruct [16] の 3 つの指導モデ
ルにより，Prompted Forcing に基づく報酬信号 𝑟𝑡

を算出した．Log-Sigmoid 変換のパラメータは
𝜏 = −5.0, 𝛼 = 1.0とした．生徒モデルには Qwen2.5-
Math-1.5B-Instruct [15]を採用し，1エポックの回帰
学習を行った．合計学習データ量は約 100万サンプ
ル（問題数 * 8パス *平均ステップ数）である.
評価設定 評価用データセットとして，Math500

[17, 9]，AIME 24 [18]，AIME 25 [19] を使用する．
Qwen2.5-Math-1.5B-Instruct を用いて Best-of-N 評価
（𝑁 = 16, 64）を，5つの独立したシードで実施し,そ

表 1: 各ベンチマークにおける順位付け性能（正答
率, %）の比較. 𝑁 = 16, 64のうち高い方の値を記載.

BM 手法 単純集計 † 学習ベース集計
MATH500 多数決 62.48 —

Avg@N 58.49 —
ORM 61.20 (MEAN) 59.96
PRM (Qwen) 60.36 (LAST) 60.24
PRM (Llama) 60.84 (LAST) 61.68
PRM (DeepSeek) 60.68 (MEAN) 60.88
PRM (Ensemble) 60.60 (MEAN) 60.56

AIME24 多数決 18.00 —
Avg@N 10.69 —
ORM 20.00 (MIN) 12.67
PRM (Qwen) 16.00 (MEAN) 13.33
PRM (Llama) 16.67 (MEAN) 14.67
PRM (DeepSeek) 16.00 (MEAN) 20.67
PRM (Ensemble) 14.67 (LAST) 17.33

AIME25 多数決 19.33 —
Avg@N 10.58 —
ORM 13.33 (SUM) 10.67
PRM (Qwen) 14.00 (LAST) 12.67
PRM (Llama) 12.00 (LAST) 10.67
PRM (DeepSeek) 12.00 (SUM) 9.33
PRM (Ensemble) 14.67 (LAST) 16.00

†Min, Mean, Last, Sumの中での最高精度を記載.

の平均正答率を最終結果とした．
比較対象として，Avg@N (複数回生成のうちラン
ダムに選んだ時の平均性能), 多数決，ORM，およ
び PRM の固定集計（Min, Mean, Last, Sum）を設定
した．学習ベース集計では，NuminaMathで学習し
た GBDTを用いた.

4.2 実験結果
表 1 に, 各ベンチマークにおける Best-of-N によ
る正答率の比較を示す. なお, 今後表と本文に示す
PRM（モデル名）はモデル名を指導モデルとした
PRMを使った結果である.
主要な性能傾向 AIME 24 において，PRM

(DeepSeek) に学習ベース集計を適用したモデル
が 20.67% を記録し，ORM (MIN) の 20.00% および
多数決 (18.00%)を上回る最高精度を達成した．一
方，MATH500および AIME 25では多数決が最も高
い正答率を維持しており，タスクや Nによって最適
な検証戦略が異なることが確認された．
学習ベース集計の有効性と限界 提案する学習
ベース集計の有効性は，報酬モデルの性質とタスク
に強く依存することが確認された．PRMにおいて
は，学習ベース集計が特定の難関設定で最高性能を
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引き出す鍵となっている．AIME 24における PRM
(DeepSeek)は，固定指標（16.00%）から 20.67%へと
飛躍的な向上を見せ，AIME 25の PRM (Ensemble)も
14.67%から 16.00%へと改善した．これは，ステッ
プごとの報酬変化を伴う PRMの特性により，スコ
ア分布 𝜙(𝑉) に正誤識別のための有益な信号が含ま
れていることを示唆する．
一方で，ORMは学習ベース集計の適用によって,

AIME 24 で 20.00% から 12.67% へと大幅に悪化し
た．これは，ORMが全ステップに同一報酬信号を
付与する性質上，スコア列が均一化されており，統
計的特徴に基づく識別が困難であるためと考えられ
る．学習ベース集計が PRMの特定設定においての
み有効であった事実は，本手法が汎用的な解法では
ないものの，従来の経験的な手法では到達不可能な
ピーク性能を特定の条件下で突破し得る強力な手法
であることを示している．
指導モデルとアンサンブル効果 指導モデルの

分析では，学習データの生成や報酬算出に用いた
Qwen系列とは異なる系列（DeepSeekや Llama）の
確信度を蒸留した PRMが，高い検証性能を示す傾
向が確認された．具体的には，AIME 24 における
PRM (DeepSeek)の最高値（20.67%）や，MATH 500
における PRM (Llama)の PRM内最高性能（61.68%）
がこれに該当する．
また注目すべきはアンサンブルの有効性であ

る．AIME 25 において，単一の指導モデルを用い
た PRM はいずれも 14.00% 以下に留まる中，PRM
(Ensemble) は学習ベース集計との組み合わせで
16.00%と全報酬モデル中で最高の精度を達成した．
PRM (DeepSeek)が AIME 24で最高精度を記録しな
がら AIME 25では 12.00%と失速し，学習ベース集
計 (9.33%)でも改善が見られないなど，単独モデル
にはタスク依存の性能のばらつきが見られる．対照
的に，アンサンブルは多様な指導モデルによる合議
を通じてこれらの欠点を補完し，難関タスクにおい
て一貫して堅牢な報酬信号を提供できている．

5 追加分析と考察
提案手法の妥当性を多角的に検証する．まず，定

性分析およびスコア軌跡の分析（詳細は付録 A, B）
により，提案 PRMが論理の自己矛盾や収束プロセ
スを鋭敏に検知可能であることを確認した．
解答強制の効果 アブレーション研究（表は付録 C
参照）の結果，解答強制の導入により全タスクで最
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図 2: PRM特徴量の重要度と正答との相関．棒の長
さは寄与度，色は相関係数の正負（青：正，赤：負）.

高精度が向上し，特に AIME 25では +4.0%の大幅
な改善を確認した．これは，現在の推論ステップが
最終的な正答を得るための有効な足がかりとなって
いるかを評価する設計が，識別精度の向上に直結し
ていることを示している．
集計モデルの特性分析 GBDTによる特徴量分析
の結果を図 2に示す．分析により，以下の知見を得
た．(1)最終ステップ報酬 Lastが約 0.58と最大の重
要度を示し，正答と正の相関（+0.36）を持つ．これ
は PRMが推論全体の帰結を最も支配的な判断基準
としていることを裏付けている．(2) PRM特有の動
態指標である報酬の分散 Stdは，0.10の高い重要度
と正の相関（+0.23）を示した．正解パスにおける報
酬の変動は，難所での一時的な低下とその後の回復
という「思考のプロセス」(付録 B,図 3(b)参照)を
反映しており，集計器はこの変動を正の信号として
捉えている．(3)補助的なメタ特徴量である Length
は，負の相関（-0.10）を示した．これは数学的推論
における不必要なステップ長が論理の停滞や迷走を
意味していることを示唆する.

6 おわりに
本論文では，MCRに依存しない高効率な PRM構
築法を提案し，AIME 24において多数決を凌駕する
最高精度（20.67%）を達成した．分析の結果，本手
法は論理の自己矛盾を特定ステップで敏感に検知
可能であり，ORMでは困難なステップ単位の密な
フィードバックを提供し得ることを実証した．今後
は，本信号を強化学習の即時報酬として統合し，自
律的な推論能力のさらなる向上を目指す．
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(c) AIME 25

図 3: 推論進行度に対する平均 PRMスコアの推移．
正解パス（青・実線）と不正解パス（赤・破線）の
比較を示す．なお,線の背景薄色は標準偏差である.

A 推論プロセスの監視能力
MATH500 における事例（図 4）は，PRM が文脈内の
論理的整合性を監視し得ることを示す興味深い一例で
ある．モデルは Step 2で「∠𝑇 = 90◦」という誤った前提
を生成したが，PRM はこの時点ではスコアを維持した
(0.159)．しかし，Step 3で「𝑅𝑇 が斜辺」と記述し，直前
の前提（𝑇 = 90◦ なら斜辺は 𝑅𝑆）と幾何学的に矛盾した
瞬間，スコアは −0.81へ急落した．この挙動は，PRMが
単なる事実との照合以上に，推論パス内部の自己矛盾
（Self-Consistency）に対して感度良く反応する可能性を示
唆している．

Problem:

In △ 𝑅𝑆𝑇, sin 𝑅 =
2

5
 .

What is sin 𝑇 ?

(Diagram shows ∠ 𝑆 = 90°)

𝑅

𝑆 𝑇

5

Problem Context Reasoning Process & PRM Evaluation

Step 1

   Analyze given info…

Step 2

   ‘‘… △ 𝑅𝑆𝑇 is a right 

   triangle with ∠ 𝑻 = 𝟗𝟎°.’’

Step 3

   ‘‘… RT is the hypotenuse’’

Step 4

   Drives wrong ratio…

Hallucination:

Contradicts the 

diagram. 

Contradiction:

If ∠ 𝑇 = 90°,
hypotenuse = RS. 

0.25

0.16

0.13

-0.81

図 4: MATH500における事例分析例. Step 2で図と
矛盾する前提（幻覚）を生成し, Step 3でその前提と
整合しない記述（自己矛盾）を行った瞬間, PRMス
コアが急落している.

表 2: 解答強制（Prompted Forcing）の有無によるア
ブレーション研究（正答率, %）. 𝑁 ∈ {16, 64} のう
ち高い方の値を採用し, PRM 4モデル（Qwen, Llama,
DeepSeek, Ensemble）に基づき算出.

Benchmark Metric w/o Forcing w/ Forcing Δ

MATH500
Best 59.32 61.68 +2.36
Avg 58.62 60.84 +2.22

AIME 24
Best 18.67 20.67 +2.00
Avg 16.83 16.50 -0.33

AIME 25
Best 12.00 16.00 +4.00
Avg 8.33 12.17 +3.83

B 推論進行度とスコア軌跡
推論進行度に対する PRM (ensemble)のスコア推移（図

3）を分析した．MATH500 (a)では正解パスが初期から高
スコアを維持する理想的な挙動を示したが，難関 AIME
24 (b)では序盤に正解スコアが下回る「逆転現象」が見
られた．これは難問の非自明な論理に対する一時的な保
守的評価を示唆するが，進行度 70%以降で急上昇して逆
転しており，最終的な論理整合性は捕捉できている．こ
の終盤の急峻な報酬勾配は，強化学習における高密度な
フィードバック信号として極めて有望な特性である．こ
の傾向は AIME 25（c）においても同様である.

C Prompted Forcingの効果
表 2に，解答強制（Prompted Forcing）の導入効果を示
す．全タスクで最高精度（Best）が向上し，特に最難関の
AIME 25では +4.00ptの大幅な改善を達成した．AIME 24
の平均値（Avg）で僅かな低下が見られるものの，全体的
なピーク性能の向上は，各ステップから正答への到達可
能性を直接評価する本手法が，難問における報酬の識別
性を高めていることを裏付けている．
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