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概要
代数統計は代数幾何と統計の融合領域であり，構
造を備えた確率モデルを高次元空間における多様体
として捉える新たな視点を提供する．本研究では，
言語の確率モデルを文を構成する単語の同時確率分
布として定式化し，その確率ベクトルが言語の構造
を反映した多様体をなすことを示す．これにより，
代数幾何のツールである多項式イデアルを用いて，
単語の同時確率を制約する多様体構造から言語の構
造を抽出するための新たな手法を検討する．

1 はじめに
1.1 単語ベクトルと言語の数理構造
単語ベクトルの解釈可能性研究として，著者らは

単語共起行列を数理的に分析してきた．[1]では，共
起行列の内部に形式概念と呼ばれる数学的構造 [2]
が存在し，それが解釈可能な意味的カテゴリに対応
することを明らかにした．さらに共起行列の成分の
うちランク 1となる部分行列が形式概念とみなせる
成分を構成していることを示した．単語ベクトルは
共起行列の分解であり [3]，その数理構造を反映し
ていると考えられる．分布仮説が単語ベクトルの理
論的根拠を与えるとされるが，[1]で示された数理
構造を十分説明するものではないと考えられる．

1.2 言語の生成系から確率空間への対応
一般に確率行列がランク 1であることは二つの確

率変数が独立であることと同値である．単語共起行
列の部分行列がランク 1となる現象の背景には，こ
れらの単語群が条件付き独立を構成していることが
予想される．すなわち，ある文脈を共有している単
語群が，その文脈を条件として独立に生起している
のであり，そのため共起行列中でランク 1の部分行
列を構成する単語群が文脈を共有する意味的カテ
ゴリとして観察されたと考えられる．本研究の関心

は，こうした数理的・構造的対応がどのようにして
現れたかを明らかにすることである．言語の生成系
から単語の確率分布への対応を数理的に分析するた
め，構造的制約を持つ確率モデルを扱うことができ
る代数統計の適用を試みる．

2 代数統計的アプローチ
2.1 代数統計の背景
代数統計は代数幾何学的ツールを統計に応用した
ものであり，計算生物学における遺伝子系統分析の
ために展開された融合研究領域である [4, 5]. 代数幾
何は，多項式方程式で記述される代数多様体の幾何
学的構造を研究する数学であり [6, 7]，構造的な確
率分布を記述する枠組みを提供する．確率モデルを
パラメータ空間から確率空間への写像として記述
し，この写像の像が確率空間内で代数多様体を構成
することを用いて，確率モデルの推定や検定を行う
ことができる．こうした特性から，言語データにお
ける条件付き独立性や階層的構造といった複雑な制
約を自然にモデル化することが期待できる．

2.2 階層的対数線形モデル
代数統計の代表的な確率モデルを説明する前に単
体的複体を定義する．集合 𝑉 の部分集合の族 Δが
𝐴 ∈ Δかつ 𝐵 ⊂ 𝐴ならば 𝐵 ∈ Δを満たすとき，Δは
単体的複体である．Δの要素のうち包含を順序関係
とした極大要素をファセットという．𝑉 を 𝑚 個の
離散確率変数 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 の集合として，𝑉 がなす単
体的複体を Δ，ファセットの族を Dとする．𝑋𝑖 の
実現値の集合を 𝐼𝑖 とし，𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 の実現値の組を
𝒊 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝐼1 × · · · × 𝐼𝑚 とするとき，次の形の
同時確率 𝑝(𝒊)を階層的対数線形モデルと呼ぶ [5]．

log 𝑝(𝒊) =
∑
𝐷∈D

𝜇𝐷 (𝒊𝐷) (1)

ただし，𝒊𝐷 = (𝑖𝑘)𝑘∈𝐷 ∈ ∏
𝑘∈𝐷 𝐼𝑘 は 𝐷 が含む変数の

みの実現値の組（D-周辺セル），𝜇𝐷 : 𝐼𝐷 → ℝはD-周
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辺セルに対応するパラメータであり，マルコフ確率
場のポテンシャル [8]にあたる．𝜇𝐷 (𝒊𝐷) は，|𝐷 | = 1
の時は一変数の主効果を，|𝐷 | ≥ 2の時は複数変数
間の交互作用を表す自由パラメータである [5].
対数線形モデルで表された同時確率関数を単項式

(monomial)の形に表す．式（1）において 𝒊𝐷 にイン
デックス 𝑖を，𝒊に 𝑗を対応させ同時確率を 𝑝 𝑗 = 𝑝(𝒊)
とし，𝜇𝐷 (𝒊𝐷) = 𝑞 𝑗𝑎𝑖 𝑗 とおき，両辺の指数をとる．

𝑝 𝑗 ∝
𝑑∏
𝑖=1

(exp 𝑞𝑖)𝑎𝑖 𝑗 =:
𝑑∏
𝑖=1

𝜃
𝑎𝑖 𝑗
𝑖 (2)

= 𝜃
𝑎1 𝑗
1 𝜃

𝑎2 𝑗
2 · · · 𝜃𝑎𝑑 𝑗

𝑑 =: 𝜽𝒂 𝑗 ( 𝑗 = 1, . . . , 𝑁) (3)

ただし，𝑁 = |𝒊 |は実現値の組の総数，𝑑 =
∑

𝐷∈D |𝒊𝐷 |
はパラメータの総数を表す．𝐴 := (𝑎𝑖 𝑗 ) ∈ ℕ𝑑×𝑁 を配
置行列 (design matrix)，式（3）で表す確率モデルを
トーリックモデルと呼ぶ．

2.3 代数多様体とイデアルの導出
トーリックモデルは，配置行列 𝐴 により定まる

単項写像 𝜙𝐴 : 𝜃𝑑 → 𝑝𝑁 , 𝜽 ↦→ (𝜽𝒂1 , 𝜽𝒂1 , . . . , 𝜃𝒂𝑁 ) であ
る．一般に 𝑑 ≪ 𝑁 であるので，写像 𝜙𝐴の像は，高
次元空間の中に低次元構造を与える．代数幾何的に
は，その閉包（Zariski閉包と呼ばれる）𝜙𝐴(ℂ𝑑)が代
数多様体となる．代数多様体は，多項式方程式の集
合（多項式環イデアル）の解の集合である．すなわ
ちトーリックモデルに対応する代数多様体上のいか
なる点（確率ベクトル）もイデアルに含まれる方程
式を零にする（消失する）．これはイデアルが同時
確率間の関係を制約していることを意味する．
マルコフ基底の基本定理 [4]を用いて，写像 𝜙𝐴に

付随する配置行列 𝐴 からイデアルを導出すること
ができる．手順としては，まず 𝐴 の整数カーネル
𝑧 ∈ ker𝑄 𝐴を 𝑧 = 𝑧+ − 𝑧− のように非負成分のみを持
つベクトル 𝑧+ と非正成分を正負反転したベクトル
𝑧− に分割すると， 𝒑𝑧

+ − 𝒑𝑧
− が生成イデアル（マル

コフ基底）となる．（詳細は付録 Aを参照）

2.4 具体例：2 × 2独立モデル
2つの二値確率変数を 𝑋1, 𝑋2 ∈ {1, 2}として，その

同時確率が 𝑝𝑋1𝑋2 = 𝜃 (𝑋1 )
1 𝜃 (𝑋2 )

2 であるとする．これは
ファセットを D = {{1}, {2}}とする単体的複体の階
層的線形モデルであり，その配置行列は次のように

表される．

𝐴 =

𝑝11 𝑝12 𝑝21 𝑝22©«
ª®®®®¬

𝜃 (1)1 1 1 0 0
𝜃 (2)1 0 0 1 1
𝜃 (1)2 1 0 1 0
𝜃 (2)2 0 1 0 1

(4)

列は同時確率に，行はパラメータに対応し，行列
𝐴 はパラメータと同時確率の関係を与えている．
𝐴 の整数カーネルに含まれる 𝑧 = [1,−1,−1, 1]𝑇 を，
𝑧+ = [1, 0, 0, 1]𝑇 と 𝑧− = [0, 1, 1, 0]𝑇 に分解し，確率ベ
クトル 𝒑 = [𝑝11, 𝑝12, 𝑝21, 𝑝22] にマルコフ基底の基本
定理を適用すると，次式の生成イデアルをえる．

𝒑𝑧
+ − 𝒑𝑧

−
= 𝑝11𝑝22 − 𝑝12𝑝21 = 0 (5)

2変数が独立の場合，同時確率 𝑝𝑖 𝑗 は式（5）を満た
す．同時確率を表す 2 × 2の行列がランク 1であり，
その行列式

�����𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22

�����は零である．図 1の編みかけ

図 1 3次元シンプレックス上の代数多様体
部分は，イデアル（式 5）の代数多様体を示す．4次
元の確率ベクトルを 3次元シンプレックス上に示し
ている．併せて，独立確率モデルからの生成データ
（赤い点）と，制約のない四変数の多項分布からの
生成データ（青い点）それぞれ 100回試行したもの
を示す．前者は代数多様体上に位置している．

3 代数統計的言語モデリング
3.1 文の生起確率
単語共起分布は単語対が同一の文（文脈）で生起
することに由来し，文の統語的・意味的な制約を反
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映している．この対応を明示的に分析するため，文
に着目しその生起確率をモデル化する．具体的に
は，文構造を構成する品詞（part-of-speech）を確率
変数と見做し，文の生起確率を多変数の離散同時確
率により定式化する．
トイモデルとして，3つの確率変数 𝑆,𝑉, 𝑂 を持つ

同時確率分布を考える．簡単化のために二値確率
変数として各々の実現値を {𝑠1, 𝑠2}, {𝑣1, 𝑣2}, {𝑜1, 𝑜2}
とする．(𝑠1, 𝑣1, 𝑜1) は SVOの形をもつ文を表し，そ
の同時確率 𝑃𝑟 (𝑠1, 𝑣1, 𝑜1) = 𝑝111 は文の生起確率を表
す．トイモデルには 8文のみが含まれ，その確率分
布は 3階テンソル (

𝑝𝑖 𝑗𝑘
)
𝑖, 𝑗 ,𝑘=1,2により表現される．

3.2 完全独立モデル
𝑆,𝑉, 𝑂 のいずれの 2変数間でも独立性が成り立つ

場合を考える1）．ファセットを D = {{𝑆}, {𝑉}, {𝑂}}
とする階層的対数線形モデルであり，文の生起確率
は 𝑝𝑖 𝑗𝑘 = 𝜃 (𝑖)𝑆 𝜃

( 𝑗 )
𝑉 𝜃 (𝑘 )𝑂 (𝑖, 𝑗 , 𝑘 = 1, 2) で与えられる2）．

トーリックモデルのイデアルを導出すると（付録
A），𝑝111𝑝122 − 𝑝112𝑝121 = 0 の形をした 2 次の小行
列式 (2-minor と呼ぶ）12 本の式 (8)–(19) が生成イ
デアルとなる．これは，8 文に対応する同時確率
𝑝111, 𝑝112, . . . , 𝑝222 の間には 12本の方程式の全てを
零とするような関係があることを意味する．また，
確率ベクトルの総和が 1である．∑

𝑖, 𝑗 ,𝑘=1,2
𝑝𝑖 𝑗𝑘 = 1 (6)

これらの方程式は，8次元空間 (7次元シンプレック
ス）上の代数多様体に対応しており，このモデルか
ら生成される確率ベクトルは常にその代数多様体上
に位置する．

3.3 条件付き独立モデル
確率変数 𝑆 を条件として 𝑉,𝑂 が独立となる条件

付き確率モデルを示す3）．階層的対数線形モデルの
ファセットは D = {{𝑆,𝑉}, {𝑆, 𝑂}}となる．このモデ
ルから生成される同時確率ベクトルは，イデアルと
して導出される二つの式 𝑝111𝑝122 − 𝑝112𝑝121 = 0 と
𝑝211𝑝222 − 𝑝212𝑝221 = 0と確率総和 1の制約式（6)を
満たす．これは 3階テンソル (

𝑝𝑖 𝑗𝑘
) を 𝑆軸に直交す

1） 例えば，𝑆 = {𝑚𝑎𝑛, 𝑤𝑜𝑚𝑎𝑛}, 𝑉 = {𝑙𝑖𝑘𝑒𝑠, ℎ𝑎𝑡𝑒𝑠}, 𝑂 =
{ 𝑓 𝑖𝑠ℎ, 𝑝𝑜𝑟𝑘} として，性別間で嗜好の偏りがない場合，各
変数が独立となることは自然であると考えられる．独立を構
成する単語群は Syntactic equivalenceを成している．

2） 𝜃 (𝑖)
𝑆 , 𝜃

( 𝑗)
𝑉 , 𝜃 (𝑘)

𝑂 (𝑖, 𝑗 , 𝑘 = 1, 2) は 6個のパラメータ
3） 𝑆 = {𝐴𝑛𝑑𝑦, 𝐵𝑜𝑏}, 𝑉 = {𝑙𝑖𝑘𝑒𝑠, ℎ𝑎𝑡𝑒𝑠}, 𝑂 = { 𝑓 𝑖𝑠ℎ, 𝑝𝑜𝑟𝑘}
として，主体により食の嗜好が異なるケースに当たる．

るようにスライスして得られる 2つの 2 × 2行列の
行列式が零であることを意味する．
なお，条件付き独立モデルより弱い独立性を持つ
モデルである Context-specific independenceも階層的
対数線形モデルによりモデル化できる [5]．例えば，
𝑆 = 𝑠1 の時のみ 𝑉,𝑂 が独立となるモデルでは，イデ
アルは 𝑝111𝑝122 − 𝑝112𝑝121 = 0のみとなる．

3.4 モデル間の階層構造
階層的対数線形モデルは付随する単体的複体の
ファセットによって特定される．3変数の場合ファ
セットの組み合わせは 9通りである4）ので，9個の
確率モデルが考えられる．それぞれの確率モデルか
ら生成された同時確率ベクトル（データ）は，高次
元の確率空間中の多様体上に位置する．

9個のモデルのうち，完全独立モデル（確率変数
𝑆,𝑉, 𝑂 を 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 と呼びかえてファセットを添字
で表すと D = {{1}, {2}, {3}}）が最も制約の強い独
立性を備えているのに対して，最も弱い独立性を
持つのが式（6）のみを制約として持つ確率モデル
であり飽和モデルと呼ばれる．そのファセットは
D = {{123}} であり，3つの変数全てが交絡するモ
デルである．飽和モデルのクラスは 8次元空間上に
ある 7次元単体を被覆する．
これらの 9 個のモデルは，イデアルの包含関係
を通じて階層構造にある．図 2は，9つのモデルに

図 2 モデル選択のためのイデアルの階層（束）構造

対応するイデアルの包含を順序関係（図中の矢印
の方向に「含まれる」関係）とする束（lattice）を示
す．最上位にある 𝐼 (123) が最も構造のない飽和モ
デル（満たすべき式は (6)のみ）であり，最下位に
ある 𝐼 (1, 2, 3) が最も構造の多い（満たすべき方程式
が 13個の）完全独立モデルに対応する．12個ある

4） 確率変数の添字のみで表現すれば {123}, {12, 13, 23},
{12, 13}, {12, 23}, {13, 23}, {12, 3}, {13, 2}, {23, 1}, {1, 2, 3}

― 1677 ― This work is licensed by the author(s) under CC BY 4.0
 (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).



2-minorの全てが完全独立モデルのイデアルに含ま
れるのに対し，飽和モデルはそのいずれも含まれず
（イデアルは空集合），束上その二つの間にある確率
モデルはその部分集合のみをイデアルとする5）．

4 イデアルを用いた構造学習
4.1 モデル選択のための数値実験
構造が異なる確率モデルの間にイデアルの階層構

造があることを用いてモデル選択を行い，データか
ら未知のモデルの構造を学習する手法を検討する．
考え方イデアルの候補となる方程式（2-minor）を

あらかじめ列挙しておき，未知のモデルから生成さ
れたデータがいずれの 2-minorを零とするかを調べ，
その充足状況から対応する確率モデルを選択する．
トイモデル（3節）の場合，3階テンソル中に現れ
る 12個の 2-minor（式 8–19）を特徴量として，異な
るモデルを識別できることを数値実験により示す．
実験手順 9個のファセットに対応した確率モデル

から 1つを未知モデルとして選択して，ファセット
に割り当てるパラメータを [0, 1] の一様分布により
抽出して同時確率（確率テンソル）を計算したもの
をデータとする．1000回施行して 2-minorの値を算
出しその分布を得る．
実験結果図 3はファセットを {{1, 2}, {1, 3}} とす

る条件付き独立モデルを例として，2-minorの値の
分布を示す．二式（8,13)において値が零に一致して

図 3 2-minorの分布：条件付き独立モデル

おり，分散は零である．その他の確率モデルに対応
する 2-minorの分布図を付録 Bに示す．
図 4は，9つのモデル（y軸）がいずれの方程式

（x 軸）を零とするか（消失イデアルか）をヒート
マップで表している（閾値 𝜖 = 10−10 として，白い
セルが絶対値 𝜖 以下）．図より明らかなように，未

5） 𝐼 (12, 13, 23) は 4次式（20）をイデアルとする．

図 4 各モデルと消失イデアル（ヒートマップ）

知の確率モデルから生成されたデータが与えられた
時，消失イデアルを特徴量としたモデル選択が可能
と考えられる．データが与えられた時，それぞれの
モデルの最大尤度を計算をすれば良いが，図 2に示
したようにモデル間の包含関係を踏まえ，赤池情報
量基準 (AIC)またはベイズ情報量基準 (BIC)を用い
ることが考えられ，今後の研究課題である．

4.2 課題:計算量と周辺化
2-minorを用いた構造学習には，変数と状態数が

増加すると組合せ爆発により特徴量とする方程式の
数が階乗の速度で大きくなるという計算上の課題が
ある．そのため，確率テンソルの 2-minorを直接計
算する代わりに，周辺化した確率行列の 2-minorを
調べる方法が考えられる．ある条件のもとでは周辺
化によって特定の変数間の条件付き独立の構造が保
存される．また，イデアルの束に沿って局所的に探
索する方法も考えられる．
単語共起行列は文脈における単語の同時確率を共

起ペアのもとで周辺化した確率を表す．共起行列中
にランク 1の構造が現れる事実は，テンソル中のセ
ルの構造が保存されて周辺化された行列で表面化し
たものと考えることができる．共起行列に対するこ
うした構造的探索の開発は今後の課題である．

5 まとめ
本研究では，言語を離散変数の同時確率として階
層的対数線形モデルにより定式化し，イデアルを用
いる代数統計的手法の適用を検討した．特に，条件
付き独立モデルの構造学習を可能とする枠組みを示
し，数値実験によりその実行可能性を示した．今後
の課題として，計算量を考慮したアルゴリズムの開
発と統計的モデル選択手法の導入が挙げられる．
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A マルコフ基底の基本定理によるイデアル導出
第 3.2節で取り上げた 3変数の完全独立モデルを例に，イデアルの導出手続きを詳説する．完全独立モデルはファセッ
トの族 D = {{𝑆}, {𝑉}, {𝑂}}を持つ対数線形モデルで表され，それぞれ 2状態を持つので，𝜃 (𝑖)𝑆 , 𝜃

( 𝑗 )
𝑉 , 𝜃 (𝑘 )𝑂 (𝑖, 𝑗 , 𝑘 = 1, 2) の 6

個のパラメータを持つ．同時確率 𝑝𝑖 𝑗𝑘 = 𝜃 (𝑖)𝑆 𝜃
( 𝑗 )
𝑉 𝜃 (𝑘 )𝑂 は次の配置行列 𝐴に対応する．𝐴 ∈ ℕ𝑑×𝑁 で 𝑑 = 6, 𝑁 ＝ 23＝ 8．

𝐴 =

𝑝111 𝑝112 𝑝121 𝑝122 𝑝211 𝑝212 𝑝221 𝑝222©«

ª®®®®®®®®¬

𝜃 (1)𝑆 1 1 1 1 0 0 0 0
𝜃 (2)𝑆 0 0 0 0 1 1 1 1
𝜃 (1)𝑉 1 1 0 0 1 1 0 0
𝜃 (2)𝑉 0 0 1 1 0 0 1 1
𝜃 (1)𝑂 1 0 1 0 1 0 1 0
𝜃 (2)𝑂 0 1 0 1 0 1 0 1

(7)

行列 𝐴の整数カーネルは ker𝑍 𝐴 = {𝒛 ∈ ℝ8 |𝐴𝒛 = 0}と定義され，例えば，𝒛 = [1,−1,−1, 1, 0, 0, 0, 0]𝑇 ∈ ker𝑍 𝐴である．この
時，正負の成分を持つ二つのベクトルに分解して 𝒛 = 𝒛− − 𝒛−，𝒛+ = [1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]𝑇 , 𝒛− = [0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0]𝑇 とすると
イデアルは次のように得られる．基本定理は，この手順により得られる式の集合が生成イデアルであることを保証する．

𝒑𝒛
+ − 𝒑𝒛

−
= 𝑝1

111𝑝
0
112𝑝

0
121𝑝

1
122𝑝

0
211𝑝

0
212𝑝

0
221𝑝

0
222 − 𝑝0

111𝑝
1
112𝑝

1
121𝑝

0
122𝑝

0
211𝑝

0
212𝑝

0
221𝑝

0
222 = 𝑝111𝑝122 − 𝑝112𝑝121 (8)

同様に ker𝑍 𝐴に含まれるその他のベクトルから下記のイデアルを求める．6つの式（8–13）は，確率テンソルを 2 × 2 × 2
の立方体と見た時の 6面に現れる 2 × 2の行列式に対応し，式（14–19）は 4つの対角線の組合わせ (4𝐶2)に対応する．式
（20）はファセット {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}に対応する 4次式である．

𝑝111𝑝212 − 𝑝112𝑝211 (9)
𝑝111𝑝221 − 𝑝121𝑝211 (10)
𝑝112𝑝222 − 𝑝122𝑝212 (11)
𝑝121𝑝222 − 𝑝122𝑝221 (12)
𝑝211𝑝222 − 𝑝212𝑝221 (13)
𝑝111𝑝222 − 𝑝112𝑝221 (14)

𝑝111𝑝222 − 𝑝121𝑝212 (15)
𝑝111𝑝222 − 𝑝211𝑝122 (16)
𝑝112𝑝221 − 𝑝121𝑝212 (17)
𝑝112𝑝221 − 𝑝211𝑝122 (18)
𝑝121𝑝212 − 𝑝211𝑝122 (19)
𝑝111𝑝122𝑝212𝑝221 − 𝑝112𝑝121𝑝211𝑝222 (20)

B 確率モデル間の 2-minorの分布比較

図 5 2-minorの分布：9つのモデルのうち 6モデルを示す．残り 3つは上記いずれかと同型
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