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概要
最近，大規模言語モデル (LLM)のスケーリング則
や創発的な能力が報告され，LLMのメカニズムを
理解する上で重要な手掛かりになることが期待され
ている．実は統計力学においてもこれらの概念に相
当する「相転移」と呼ばれる概念が存在する．本研
究では，言語モデルの性質を相転移の観点で再検討
する．具体的には，長距離相互作用を持つ 1次元イ
ジング模型を念頭にした単純な言語モデルを構成
し，統計力学的な意味での相転移現象が起きること
を示す．さらに，シンボル数が増えるという統計力
学モデルにはない言語モデル特有の過程に注目する
ことで，統計力学モデルにはない現象を発見したこ
とを報告する．

1 はじめに
ChatGPT [1] や Google Bard [2] などの大規模言語
モデル (LLM）がどのような性質を持つのか，また
なぜ優れた性能を示すのかといった問いに対して，
LLMの機序と原理の解明に向けた研究が盛んに行
われている．面白い知見として，[3]では LLMにお
けるスケーリング則が報告され，[4]では LLMの創
発的な性能の向上が示されている．これらの現象は
システムサイズ (学習データ，学習時間，パラメー
タ数)を大きくしたときに現れる現象であり，統計
力学における相転移現象との類似性が見られる．本
研究では，言語モデルを相転移の観点から理解する
ことを試みる．
相転移とは，系を指定するなんらかのパラメータ

(通常は温度や圧力など)を変化させたときに，ある

値を境に急激に系の巨視的な性質 (通常は磁化，密
度，結晶構造など)が定性的に変化する現象で，統計
力学においてよく研究されている．例として，水を
冷やすと 0 ◦Cで突然性質の異なる氷になる,あるい
は磁石を温めるとある温度で突然磁力が 0になる，
といった現象が知られている．相転移現象は，物質
の状態が大きく変わる現象としても興味深いが，あ
る種の相転移が起こる点 (臨界点)直上では興味深い
スケーリング則が現れることも重要な特徴である．
また，相転移はシステムサイズを大きくしたとき 1）

に現れる現象で，この点でも LLMとの対応がある．
なお，自然言語と相転移の関連を論じること自体
は本研究がはじめてではなく，特に文脈自由文法
（CFG）の相転移を論じる既存研究が複数ある．し
かしこれらの研究は依然共通見解に至っておらず，
とくに，どういうクラスの言語が相転移を持つのか
については不明な状況が続いている [5, 6, 7, 8]2）．
本研究では，CFG よりも強力な文法である文脈
依存文法 (CSG)の枠組み内で明確な相転移現象が
起こることを，長距離イジング模型から着想を得
て構成した CSG の数値計算に基づいて主張する．
自然言語を統計力学的にモデル化する際には，素
朴には「文の初めから終わり」に対応する 1 次元
方向のみを持つと考えるのが自然であろう．統計
力学分野において相転移を示す最も単純な模型
の 1 つであるイジング模型は，空間次元を 1 次元
としたときに短距離相互作用のみでは相転移を示
さず，長距離相互作用を持つ場合 (長距離 1 次元

1） 系の構成要素の数 𝑁 が無限に大きくなる極限（熱力学極
限と呼ばれる）を数学的には考えることになる．

2） [5, 6]は CFG相転移があるという主張をし，一方で [7]は
[5, 6]の解析が間違いであると指摘し，さらに [8]は [7]に対
して反論を行っている．
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イジング模型) は相転移を示すことが知られてい
る [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]．このイジング模
型の性質に従い，長距離イジング模型に対応するよ
うな CSGを構成し，相転移の有無を調べる．
また，通常の統計力学モデルは持たず言語モデル

は持つ特有の性質として，時事刻々とシンボルが増
えるという点がある．このシンボルの増え方に対し
て，相転移点の挙動が変わることも議論する．この
現象は，元々の統計力学のモデルにはなく自然言語
をモデル化した際に生じる新しい現象であるという
意味でも興味深い

2 問題設定
本研究で扱うモデルと計算する物理量を説明す

る．モデルに関しては，シンボル間の相互作用の入
りかたを重点的に説明する．計算する物理量は，相
転移を議論する上でよく用いられる量を導入し，そ
れらが自然言語の何に対応し得るかを説明する．

2.1 提案モデル
本研究では，自然言語を大幅に簡略化した模型と

して，非終端記号と終端記号をそれぞれ 2つ持ち，
以下の 3種の生成規則を持つ言語モデルを考える:

𝑋 → 𝑥, (1a)

𝑋 → 𝑌𝑍, (1b)

𝛼𝑋𝛽 → 𝛼𝑌𝛽. (1c)

大文字の 𝑋，𝑌，𝑍 は非終端記号であり，𝐴，𝐵をと
る．また，小文字の 𝑥，𝑦 は終端記号であり，𝑎，𝑏

をとる．式 (1a) は非終端記号がそれぞれ対応する
終端記号になる規則群である．式 (1b) は非終端記
号が 2つの非終端記号に置き換わる規則群である．
式 (1c)は非終端記号に文脈依存性を導入しており，
前後の文脈 𝛼と 𝛽をもとに，非終端記号を書き換え
る（後述）．自然言語の文脈依存性の程度について
は議論の余地があるが，文脈アクセスが強力な昨今
のニューラル言語モデルを念頭におき CSGを採用
する．なお式 (1c)を除くと CFGとなり [5, 6, 7, 8]で
扱われたモデルと一致する．式 (1a)，式 (1b)，式 (1c)
の規則が採択される確率はそれぞれ 𝑞𝑡，𝑞(1 − 𝑡)，
1− 𝑞とする．各規則群内で適用可能な規則が複数存
在する場合は，それぞれを等確率で用いる．𝑡 → 0
は非終端記号が現れない極限であり，相転移を議論
する上で最も単純な熱力学極限（シンボル数無限大
の極限 𝑁 → ∞）を議論できるパラメータである．

文脈依存性: 式 (1c)の詳細を述べる．𝑁 を文字
列全体の長さとし，𝛼 B 𝑋−[𝑁𝑟𝛼 ]𝑋−([𝑁𝑟𝛼 ]−1) . . . 𝑋−1，
𝛽 B 𝑋1 . . . 𝑋[𝑁𝑟𝛽−1]𝑋[𝑁𝑟𝛽 ] とする．𝑋 は任意の文字
（非終端記号含む）を表し，下付きの値は，式 (1c)に
おける 𝐴 (𝐵)を基準とした相対位置を表す．[·] はガ
ウス記号であり，𝑟𝛼，𝑟𝛽 は長距離イジング模型の相
互作用範囲に対応するパラメータである．
以下の確率でシンボルを変更する:

𝑝 = min[1, 𝑒−Δ𝐸/𝑇 ]． (2)

ただし，Δ𝐸 の定義は以下である:

Δ𝐸 B 2𝐽
( [𝑁𝑟𝛼 ]∑

ℓ=1

𝜎0𝜎−ℓ
ℓ1+𝑠 +

[𝑁𝑟𝛽 ]∑
ℓ=1

𝜎0𝜎ℓ

ℓ1+𝑠

)
. (3)

さらに，𝜎𝑗 の定義は以下で与えられる:

𝜎𝑗 B


1 (𝑋 𝑗 = 𝐴, 𝑎),
−1 (𝑋 𝑗 = 𝐵, 𝑏).

(4)

式 (2)より，Δ𝐸 が小さいほどシンボルは反転しや
すくなる．また式 (3)より，Δ𝐸 は 𝜎0𝜎−ℓ と 𝜎0𝜎ℓ が
負の値をとるときに小さくなる．式 (4)より，これ
は周辺記号が自身と異なる記号のときに記号が反転
することを意味し，𝑇 は同じ記号を揃えたがる傾向
の強さを定めるコントロールパラメータである3）．
式 (3)が長距離相互作用と言われる理由は，シンボ
ル間の相互作用がべき的（1/ℓ1+𝑠）に減衰している
ためである．またここで 𝑠はべき減衰の強度を決定
するパラメータであり，本論文では 𝑠 = 0.9と固定
した．まとめると，式 (1c)の規則は，確率 1 − 𝑞 で
適用され，さらに式 (2)によって反転するか否かが
判定される．
式 (1c) の規則は統計力学的には，長距離 1 次元
イジング模型の 1 シンボルのフリップに関する
Metropolis-Hastings 法を用いた Monte Carlo シミュ
レーションの操作に対応している．式 (3)はその際
に参照される，長距離 1次元イジング模型において
1スピン (1シンボル)のみを変更した場合のエネル
ギー変化である．

2.2 相転移を議論するための物理量
相転移はオーダーパラメータの特異性で議論す
る．オーダーパラメータとは何かしらの確率変数の
期待値であり，イジング模型の例では磁化 (アップ
スピンとダウンスピンの割合)を採用することが通
例である．

3） 統計力学では絶対温度に対応する．
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本研究では磁性体を扱うわけではないが，2シン
ボルを考えるとイジング模型と同様にオーダーパラ
メータを定義することができる．そのオーダーパラ
メータを磁化と呼ぶことにし，以下で定義する:

𝑀 B
𝑁𝐴 − 𝑁𝐵

𝑁
. (5)

ただし，𝑁𝐴と 𝑁𝐵 をそれぞれシンボル 𝐴と 𝐵の数
とし，𝑁 B 𝑁𝐴 + 𝑁𝐵とする4）．𝑀 は「単語 𝐴と単語
𝐵の頻度がどの程度偏るか」を表す量である．以下
では，独立変数である温度 𝑇 を動かした時に，従
属変数である 𝑀 がどう変化するかを観察すること
で，1次元イジング模型（最も単純な統計力学模型）
を元に構成される言語の性質が質的に急激な変化
を起こす点（相転移点）が存在するかを考える．相
転移点直上で，熱力学極限 (𝑁 → ∞)において磁化
(式 (5))が微分不可能になることが相転移の特徴づ
けになる．
続いて，帯磁率を以下で定義する:

𝜒 B 𝑁 (⟨|𝑀 |2⟩ − ⟨|𝑀 |⟩2). (6)

帯磁率 (式 (6))は相転移点直上で発散することが知
られており，実験的な測定のしやすさからよく調べ
られている．
磁化 (式 (5)) の微分不可能性，帯磁率 (式 (6)) の

発散は，最も基本的な相転移の特徴付けであるが，
数値実験においては熱力学極限 (𝑁 → ∞)を取れな
いというシステムサイズの困難がある．そこで，
Binderパラメータを用いた解析がよく用いられる．
Binderパラメータを以下で定義する:

𝑈 B
1
2

(
3 − ⟨𝑀4⟩

⟨𝑀2⟩2

)
. (7)

スケーリング解析より Binderパラメータ (式 (7))の
温度依存性をシステムサイズを変えながらプロッ
トすると，臨界点では交差することが知られている
他，臨界的でない相転移点においては負に発散する
ことなどが知られている．よって，数値計算におけ
る相転移点の同定には Binderパラメータ (式 (7))の
システムサイズ依存性を調べるという手法が標準的
になっている．

3 数値計算
提案モデル (式 (1))の Binderパラメータ (式 (7))の

結果を示す 5）．式 (1b)の規則として，𝑋 → 𝑌𝑍 (等確
4） 2.1節で定義した文字列の長さ 𝑁 と等価である．
5） 磁化 (式 (5))，帯磁率 (式 (6))の計算は，参考情報 (A)に示
す．
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図 1 𝑋 → 𝑌𝑍 の場合の Binderパラメータの温度依存性．
𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．シンボル
数 𝑁 を 16，32，64，128，256，512，1024，2048，4096と
変えた．

率でシンボルが増える場合)と 𝑋 → 𝑋𝑋 (シンボルが
複製される場合)を考える．
3.1 𝑋 → 𝑌𝑍 (等確率でシンボルが増える
場合)

𝑋 → 𝑌𝑍 (等確率でシンボルが増える場合)を考え
る．非終端シンボルの数は 2つなので，8つの過程
があることに注意する:

𝐴 → 𝐴𝐴, 𝐴 → 𝐴𝐵, 𝐴 → 𝐵𝐴, 𝐴 → 𝐵𝐵,

𝐵 → 𝐴𝐴, 𝐵 → 𝐴𝐵, 𝐵 → 𝐵𝐴, 𝐵 → 𝐵𝐵. (8)

また，これらの過程が 𝐴，𝐵に対してそれぞれ等確
率で起こるとする．
図 1 に数値計算の結果を示す．𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，

𝑠 = 0．9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．図 1において，綺麗
な Binderパラメータの交差が見え，臨界点が 𝑇 ∼ 2
に存在することがわかる．

3.2 𝑋 → 𝑋𝑋 (シンボルが複製される場合)

𝑋 → 𝑋𝑋 (シンボルが複製される場合)を考える．
非終端シンボルの数は 2つなので，2つの過程があ
ることに注意する:

𝐴 → 𝐴𝐴，𝐵 → 𝐵𝐵. (9)

図 2 に数値計算の結果を示す．𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，
𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．𝑋 → 𝑌𝑍の場合 (図 1)
と同様に，図 2において，綺麗な Binderパラメータ
の交差が見え，臨界点が 𝑇 ∼ 2に存在することがわ
かる．

3.3 𝑞依存性
式 (1a)，あるいは式 (1b)の規則が採択される確率

𝑞 を固定し，𝑋 → 𝑌𝑍 の場合 (図 1)と 𝑋 → 𝑋𝑋 の場
合 (図 2)を比較すると，ほとんど見分けのつかない
結果が得られた．続いて，これらの結果が 𝑞を変え
たときにどのように変化するかをみる．図 3 に数
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図 2 𝑋 → 𝑋𝑋 の場合の Binderパラメータの温度依存性．
𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．シンボル
数 𝑁 を 16，32，64，128，256，512，1024，2048，4096と
変えた．
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図 3 (左) 𝑋 → 𝑌𝑍，(右) 𝑋 → 𝑋𝑋 の場合の Binder パラ
メータの 𝑞依存性．𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．
図 3 では，同じ 𝑞 に対して異なるシステムサイズ (異な
る 𝑁)を同じ色でプロットしている．𝑞 = 10−0.5，10−1.0，
10−1.5，10−2.0 とした．

値計算の結果を示す．𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25
とした．図 3 では，同じ 𝑞 に対して異なるシステ
ムサイズ (異なる 𝑁)を同じ色でプロットしている．
図 3では，𝑋 → 𝑌𝑍 の場合 (図 1)と 𝑋 → 𝑋𝑋 の場合
(図 2)で，Binderパラメータの交差点の挙動が大き
く異なることがわかる．図 3(左)に示されているよ
うに，𝑋 → 𝑌𝑍 (等確率でシンボルが増える場合)は
𝑞 を大きくすると相転移温度 (Binderパラメータの
交差点)が下がっていることがわかる．さらに，𝑞が
十分大きいときに相転移点がなくなっていることが
わかる．一方で，𝑋 → 𝑋𝑋 (シンボルが複製される
場合)は大きく挙動が異なる．図 3(右)を見ると，𝑞

を大きくしても相転移温度 (Binderパラメータの交
差点)が変化していないことがわかる．

4 議論
本研究では長距離 1次元イジング模型に類似する

CSGを構成し，連続的な相転移 (臨界点)が存在する
ことを数値的に示した．本研究で発見された相転移
はイジング模型と同様，ℤ2 対称性の自発的破れで
あり，[7]等で議論されている CSGにおける相転移
とは別種の相転移である．しかし，相転移の存在が
現状論争になっている CFGと比較して，CSGでは
明確に相転移を発生させることが比較的容易である
ことを本研究は示している．これは，我々が構成し

た CSGが CFGとなる 𝑞 = 1付近にて相転移が消失
するという事実からも裏付けられる．この結果は言
語モデルにおいて長距離相互作用が相転移を安定化
させることを示唆している．
また，今回発見された相転移が明確に臨界的で
あったことも重要である．相転移が発生するような
系を適当に構成した際には，一般的には臨界的でな
い不連続転移になることも多々あるためである．不
連続転移においては非自明なスケーリング則が存在
しないため，自然言語にみられる Zipf則などの説明
には適さない．本研究では Bidnerパラメータが負に
発散する傾向無く綺麗に交差することを確認したこ
とで，不連続転移よりも非自明な臨界転移であるこ
とも明確にできた．
なお，通常の統計力学モデルには系自体が時間と

共に増大する式 (1b) のような規則は存在せず，こ
れらの規則は言語モデル特有のものである．そのた
め，本研究の相転移現象は単に統計力学の長距離 1
次元イジング模型の計算を自然言語処理の文脈でや
り直しただけではない．言語に限らず，時間と共に
空間的に拡大する系の統計力学を一般に考える際に
も，本研究の結果は新しい洞察を与えうる．
また，自然言語処理の深層学習モデルにおいて，

Attention機構が重要であると考えられている [18]．
Attention機構は長距離相互作用を実現しており，本
研究の研究の結果と整合するように思われる．

5 おわりに
本研究では，シンプルな相転移を示す言語モデル
の研究を行った．さらに，言語モデル特有の規則に
対して，非自明な相転移現象を示すことが明らかに
なった．今後，[5, 7]で議論されているような更に非
自明な相転移が，今回のような CSGやその確率的
拡張模型で実現されるかを考察する．また，より現
実な言語モデルを考えることで，LLMで観測されて
いるスケーリング則，創発的な言語能力のメカニズ
ムを明らかにすることを目指す．なお，本研究で長
距離相互作用が言語モデルの相転移に重要な役割を
果たしていることが明らかになったが，Attention機
構などとの関係は明らかになっていない．Attention
機構の長距離極限における挙動を今後明らかにし，
長距離相互作用，Attention機構，相転移，スケーリ
ング則，創発的言語能力の関係を明らかにする．
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図 4 (左) 𝑋 → 𝑌𝑍 と (右) 𝑋 → 𝑋𝑋 の場合の磁化の温度依
存性．𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．シ
ンボル数 𝑁 を 16，32，64，128，256，512，1024，2048，
4096と変えた．
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図 5 (左) 𝑋 → 𝑌𝑍 と (右) 𝑋 → 𝑋𝑋 の場合の帯磁率の温度
依存性．𝑞 = 10−2，𝑡 = 0，𝑠 = 0.9，𝑟𝛼 = 𝑟𝛽 = 0.25とした．
シンボル数 𝑁 を 16，32，64，128，256，512，1024，2048，
4096と変えた．

A 参考情報
A.1 磁化の計算
章 3.1と章 3.2のセットアップの場合の帯磁率の

計算を図 4に示す．どちらの場合でも，転移点以下
𝑇 ≲ 2ではシステムサイズ 𝑁 が大きくになるにつ
れて非ゼロの値に磁化が収束していき，転移点以上
では 0に収束していく様子が見られる．Binderパラ
メータの交差と併せ，臨界的な ℤ2 対称性の破れと
整合的である．

A.2 帯磁率の計算
章 3.1と章 3.2のセットアップの場合の帯磁率の

計算を図 5に示す．どちらの場合も相転移点近傍で
発散的な振る舞いが見られ，相転移現象と整合する
結果である．
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