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概要
数学証明の自動形式化は数学論文の内容検証やシ

ステムの安全性保証のために有用な技術である。し
かし、現在主流である大規模言語モデル (LLM)を用
いた手法の精度は高校・学部レベルの数学を内容と
する形式化のベンチマークに対しても 50%程度に留
まっている。本研究では証明の議論構造の解析を中
心とした、自動形式化を実現するための新たなプロ
セスを示し、各段階の実現のための提案を行う。ま
た、大学初年級レベルの解析学の教科書に掲載され
ている証明の形式化を行い、矛盾の導出に関わる表
現など、自動形式化における課題を分析する。

1 はじめに
一方、大規模言語モデル (LLM)の発展により、定
理証明の自動形式化 (Autoformalization)の研究が活
発化している [2, 4, 5, 7]。自動形式化とは、自然言
語で書かれた数学証明を形式言語による証明に自
動翻訳することであり、定理証明の自動検証や複雑
なソフトウェアの安全性検証等で有用な技術であ
る。現在は、自然言語による定理証明を LLMで証
明支援系の文法に従って形式化し、証明の細部を自
動演繹によって埋める、という手法が主に試みら
れている。しかし、数学オリンピックや高校・学部
レベルの数学に基づく形式化のベンチマークであ
る MiniF2F [9]におけるその正答率は 50%程度に留
まっている [6, 8]。
本研究は、自動形式化を実現するための手法とし

て、自然言語証明の議論構造の解析を経由して Lean
の形式証明に変換するという方法を提案する。ま
た、その第一ステップである証明の議論構造の解析
における課題点を、日本語で書かれた大学初年級レ
ベルの定理証明を Leanで形式化した結果の分析に
基づき考察する。さらに、その課題の一つである変
数スコープの解決アルゴリズムを提案する。
本論文の以下の構成は次の通り。2節では関連研

究を紹介する。3節では本研究で使用した証明支援
系 Leanの説明を行う。4節では本研究で提案する自
動形式化の実現手法と議論構造の表現及び変数ス
コープ解決アルゴリズムの紹介を行う。5節では定
理証明の形式化結果の分析及び考察について述べ
る。6節では残る課題について議論する。

2 先行研究
自動形式化に関する近年の研究のうち、本研究と
特に関連するものをいくつか紹介する。Jiangら [2]
は、自然言語証明を証明内の一部の推論が欠けた形
式証明に変換した後に、証明器を使い形式証明を完
成させるという手法を提案した。我々の提案方法も
この流れを踏襲するが、本研究では証明で述べられ
ている演繹の各操作を中間構造である議論構造表現
に変換するステップを設ける。中間構造を適切に設
計することで、Jiangらのように自然言語証明から
直接形式証明に近い形に変換するよりもタスクが限
定され、現状数が少ない自然言語証明と形式証明が
対となったデータからより効率的に学習できると考
えられる。

Zheng ら [8] らは LLM によって形式証明を生成
し、その際に発生するエラーを自動証明器と証明支
援系との相互作用によって修正することによって正
しい形式証明を作成する、という手法を提案した。
我々が提案する変数スコープエラー解決アルゴリ
ズムも生成された形式証明に発生するエラーを修
正する効果を持つ、という点では一致しているが、
Zhengらの手法が LLMに起因するエラーの修正を
目的としていることに対し、本研究は自然言語証明
における慣習的な表現や曖昧性が原因で発生するエ
ラーの解決を目的としている、という点で異なる。

3 証明支援系 Lean
証明支援系とは、数学の定義 /定理 /証明を記述
できる形式言語を提供し、かつユーザーとの対話
（形式言語でのやりとり）を通じて数学証明の自動
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検証を行うシステムを指す。
Lean [1]はこの証明支援系に属する、依存型付き

ラムダ計算に基づくプログラミング言語であり、
「タクティク」 と呼ばれるコマンドを用いた対話
的証明支援機能を持つ。また、ユーザーコミュニ
ティによって作成されているライブラリである
“Mathlib”を活用することで、既に形式化された学部
レベルの数学定理を証明せずに使用できる。本研究
では 2021年にリリースされた Lean4およびMathlib4
を用いて形式化の検証および分析を行った。

図 1 自動形式化の実行手順

4 提案手法
4.1 自動形式化の実現手順
本研究では以下の 5つのステップで実現される自
動形式化を考える。ここで、入力は自然言語証明、
出力は Leanの形式言語で記述された証明である。

1. 自然言語で書かれた証明から命題の列を抽出
し、各々を形式表現に変換する。

2. 各命題を証明中での役割でタグ付けし、命題間
の依存構造を解析する（議論構造解析）。

3. 議論構造解析の結果 (議論構造)を Lean4の文法
で書かれた証明構造に変換する。

4. 証明構造上で同一の対象を指示する変数を確定
させるとともに Leanの文法上未定義となる変
数を導入コマンドの追加等により解決する。

5. 各サブゴールに対して自動演繹を適用し、証明
構造内の空白部分を埋める。

図 1は上記実行手順を、「偶数と偶数の和は偶数
である」の証明に適用した例である。ステップ 1で
証明から 6 つの命題を抽出し形式化したのち、ス
テップ 2で各命題に対し HAVE (サブゴールの宣言)、
INTRO (変数や条件の導入)など証明内の演繹の各操
作を形式化したタグを付与し、命題間の依存関係が
表現された議論構造に変換している。ステップ 3で
は、議論構造を証明内の一部推論が欠けた形式証明
に変換する。なお、欠落した推論部分には特殊なコ
マンド “sorry”を置く。ステップ 4ではサブゴール
𝑎 + 𝑏 = 2 ∗ (𝑘 + 𝑙) における未定義変数 𝑘, 𝑙 を letタ
クティクを挿入することで解決（図中黄色マーカー
部分）し、ステップ 5で各サブゴールを自動演繹に
よって証明することで形式証明を完成させている
(図中水色マーカー部分)。
現時点では上記ステップ 3, 4のみが具体的なアル
ゴリズムとして実現できている。本論文では、主と
してステップ 2, 3, 4について議論する。

4.2 議論構造表現の設計
本節以降では、「自然言語証明における議論構造」
を「議論構造」と略記する。議論構造は定理と証明
の対を表現する Thを根、⇑, ⇓, Pfのいずれかを中間
ノード、タグ付けされた命題を葉とする木構造で表
される。命題に対して付与される全てのタグは変換
先の Lean4のタクティクに対応する形で設計されて
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いる。背理法の導入を表す BY CONTRA タグを除
き、各タグは一つ以上の引数を取る。タグの一覧は
Appendix Aに示す。
中間ノード Pfはその子ノード達が Pfノードの親

ノードの論拠になっていることを示す。
⇓ノードは先行する命題 Φが後続の命題 Ψ の論

拠になっていることを表し、Leanで書かれた証明構
造の “have . . . : Ψ := by BASIS(Φ)”に変換される (図
1の上から三段目の囲み部分、最下行)。BASIS(. . .)
は上記のステップ 5で実行される自動演繹における
ヒントとなる。
⇑ノードは後続する命題 Ψ が先行する命題 Φの

論拠になっていることを表し、Leanで書かれた証明
構造の “have . . . : Φ := by Ψ”に変換される。(図 1の
上から三段目の囲み部分、5-8行目)。

4.3 変数スコープエラー解決アルゴリズム
自然言語証明中に登場する各変数がもつスコープ

の広さを自然言語の表層的、局所的な情報から正確
に把握することは難しく、これは自動形式化におけ
る主要な課題となっている。
形式証明上で各変数が正しいスコープを持つこ

とを保証する仕組みとして、以下では変数スコープ
エラー解決アルゴリズムを提案する。例えば、次の
文では波線を付した 𝑚 が自由変数として出現して
いる。
「𝑛 ∈ ℕがあって, 𝑚

:
≥ 𝑛ならば |𝑥𝑚: − 𝑎 | < 𝜖/2」

このとき、この 𝑚の解釈として以下の場合が考えら
れる。

1. 先行する文脈で特定の条件を満たす 𝑚 の存在
が証明されており、その witnessと同一のもの
を指している

2. この命題が別の命題を示すための論拠であり、
示すべき命題が 𝑚についての全称命題である

3. 上記のいずれでもない
上記の命題をそのまま形式化した、

∃𝑛 : ℕ, (𝑚 ≥ 𝑛⇒ |𝑥𝑚 − 𝑎 | < 𝜖/2)

を Lean上でサブゴールとして設定すると、変数 𝑚

は「未知の識別子」エラーとなる。このような場
合、提案アルゴリズムは示すべき命題や既に証明済
みの命題から該当の変数を導入できるか探索し、導
入コマンドの追加もしくは変数の全称量化によっ
て対応する。上記 1. の場合、 “let”タクティクを使

� �
Require: 命題 Φの中で、Lean の形式証明上で未定
義となる変数を 𝑋 とする

1: if 命題 Φが別の命題 Ψを示すためのサブゴール
であり、Ψが ∀𝑋, · · · の形である then

2: サブゴール Φの前に 𝑋 を導入する命令 (intro
𝑋)を追加

3: return
4: props← 𝑋 が出現する証明済みの命題
5: if propsの個数が 0 then
6: Φ←∀𝑋,Φ
7: return
8: for Ψ in props do
9: if Ψが ∃𝑋, · · · という形である then

10: Φの直前に Ψ の witnessとして 𝑋 を導入
(let ⟨𝑋, . . .⟩ := Ψ)

11: return
12: Φ←∀𝑋,Φ� �
図 2 変数スコープエラー解決アルゴリズム

用した witnessの導入コマンドの追加、2. の場合は
“intro”タクティクを使用した導入コマンドの追加、
3. の場合は全称量化子の追加が対応する操作とな
る。図 2に疑似アルゴリズムを示す。

4.4 サブゴールに対する自動演繹
本研究では、生成された各サブゴールの持つ空白
部分、すなわち未証明の部分を自動演繹により証明
し、Leanの形式言語で記述された完全な証明を出力
することを目標とする。また、本研究では自動演繹
を適用する各サブゴールに対し、自然言語の証明か
ら読み取ることのできる論拠をヒントとして付与す
る。これは自動演繹を行う上での一助となることを
想定している。なお、この情報が自動演繹の成功率
をどの程度向上させるのかは未知であるため、今後
実際に自動演繹を実装してどの程度実効性があるか
検証する必要がある。

5 検証および分析
本節では自然言語証明から議論構造表現への変換
部分の検証方法及び分析結果について述べる。

5.1 検証方法
宮島静雄著「微分積分学 I」[10] の第 1章（実数
の連続性と数列の収束）の 1節から 2節および 2章
（一変数連続関数）の 1節から 2節の証明 26個のう
ち 24個の証明に対し、命題の抽出、タグの付与及
び形式表現への変換、依存構造の解析 (図 1上から
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二つ目の囲みのデータ形式の作成)を手動で行った。
その後、プログラムを用いて解析結果を証明構造に
自動的に変換し、手動で変数スコープ解決アルゴリ
ズムの適用を行った。また、それら 24個の証明に
ついて Leanにおける形式化を別途行い、上記の手
順で自動生成した証明構造との比較分析を行った。
なお、検証を行わなかった 2つの証明のうち 1つは、
証明内で他の命題の証明内に登場した変数の条件を
参照しており、形式証明として表現できないため省
いた。また、もう 1つの証明についてはスキル不足
により形式表現が作成できなかったため除いた。

5.2 分析結果
検証を行った 24個の証明全てに対し、自然言語

証明から議論構造解析まで (§4.1のステップ 1およ
び 2)が理想的に行われたとすれば、Leanで書かれ
た証明構造を正しく出力できることが確認された。
さらに、それらに対して図 2のアルゴリズムを適用
することで、変数のスコープ制約違反が解消される
ことが確認された。なお、変数スコープの制約違反
を含んでいた証明構造は 24個の証明のうち 22個で
あり、平均して 3.1個の制約違反を含んでいた。こ
のことから、スコープ解決アルゴリズムの意義は大
きいといえる。

6 課題点
本節では検証を行う中で明らかになった、自動形

式化の実行手順（§4.1）における課題点を述べる。

6.1 議論構造解析
議論構造解析には、命題の抽出、形式表現への変

換、命題間の関係の分析の三要素が必要である。
命題の抽出を行うためには命題を構成する単語列

の範囲を把握し抽出する必要があり、形式的にはス
パン抽出タスクに近い。しかし、命題を宣言してい
る文内でその命題の論拠についても言及されている
場合 (図 1内に出現する 𝑎 + 𝑏 = 2 ∗ 𝑘 + 2 ∗ 𝑙 = 2 ∗ (𝑘 + 𝑙)
がその一例)や、命題の宣言と仮定の導入を同時に
行っている場合など、スパンと命題が完全には一致
しないケースもある。
自然言語で書かれた命題を形式表現へと変換する

課題は、いわゆる Semantic Parsingの一種だが、数学
テキストに対する研究は高校数学を対象としたもの
[3]などわずかしか存在しない。
議論構造の解析は談話構造解析（文章内の文間関

係の解析）の一種と考えられるが、数学証明に対し
ての研究は我々の知る限り存在しない。例えば、数
学証明において頻出する論理展開の 1つに、何かし
らの仮定を置いて推論を行い矛盾を導く、というも
のがある。この仮定の置き方には、Lean における
“by contra”タクティクに対応する背理法による証明
と、Leanにおいてはサブゴールの宣言 “have ¬𝑃”と
それに続く仮定の導入 “intro 𝑃”に対応する否定命題
の証明の 2通りがあり、第 5節の分析で扱った証明
においては、否定命題を仮定して矛盾を示す場合は
すべて背理法、そうでない場合は否定命題の証明に
対応していた。しかし、自然言語で書かれた数学証
明において上記の 2種類の推論の違いが意識されて
いないことは多く、どちらの推論が行われているか
を判定するには前後の文脈を正確に読み取る仕組み
が必要になると思われる。

6.2 タグの設計
現在、議論構造を表現するために使用しているタ
グは本研究で検証を行った証明において出現した操
作を表現するために必要な最小限のものである。そ
のため、数学的帰納法や「～と同様に」「～であるよ
うにとればよい」といった、数学証明に頻出する表
現に対応するタグは定義していない。今後検証例を
増やし必要なタグを追加していくとともに、タグの
増加がある一定の数で収束することを併せて示す必
要がある。

7 おわりに
本研究では、数学証明の自動形式化を実現する手
法として、自然言語証明の議論構造の解析を経由し
て形式証明へ変換するという方法を提案した。それ
に併せ、議論構造の表現の設計及び変数スコープエ
ラー解決アルゴリズムの提案を行った。また、自然
言語で書かれた数学証明から議論構造表現への変換
について検証し、理想的な変換が行われれば正しい
出力が得られることを確かめ、さらに幾つかの課題
点を示した。今後は議論構造の解析や命題の形式化
表現への変換モデルの実装、自動演繹の実装に取り
組んでいきたい。
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A タグセット
議論構造表現 (§4.2)で使用されているタグセット

と役割を以下にまとめる。
• THEOREM · · · 証明する命題の宣言および証明
の開始を表す。議論構造の木構造における根
ノードに対応する。

• PROOF · · · 親ノードで宣言された命題の証明
に対応する命題列の開始を表す。

• INTRO · · ·　仮定の導入を表す。
• LET · · · 新たな変数に対して特定の数式もしく
は述語を割り当てる（命名の宣言）。

• HAVE · · · サブゴールとなる命題の宣言を行う。
• WITNESS · · · 既に証明された存在命題から変
数を witnessとして仮定に導入する。

• BY CONTRA · · · 命題を偽であると仮定し、矛
盾を導くことによって命題が真であることを証
明すること (背理法の適用)を宣言する。

• SUFFICES · · · 特定の命題を証明したものとし
て仮定に導入する。

• CONTRADICTION · · · 現時点で証明された命
題の中に相容れないものがあることを宣言す
る。矛盾を示す議論構造の終点を表す。

• CALC · · · 複数の比較演算子 (=, <, >, ≤, ≥) で連
結された数式を逐次的に比較することによって
証明することを示す。例えば、𝐴 = 𝐵 < 𝐶 であ
れば、𝐴 = 𝐵を証明したのちに 𝐵 < 𝐶 を証明す
ることを示す。

• BASIS · · ·　論拠を示す。主に既に証明されて
いる命題や定理の適用を明示するために用
いる。

• EMPTY · · · 証明する命題に明示された論拠が
ないことを表す。

B Leanのタクティク
図 1中で使用されている Leanのタクティクのう

ち、タグで表現されないタクティク (use, rw, ring nf,
simp, exact)について説明する。

• use · · · ゴールもしくはサブゴールの先頭にある
存在量化子に対して witnessを与える。

• rw · · · [ ]で囲まれた命題で現在のゴールもしく
は既に証明した命題の該当部分を書き換える。

• ring nf · · · 可換環（加法と可換な乗法が定義さ
れた集合）の式を正規化 (式内の足し算掛け算

を可能な限り実行し、式を簡単に)する。
• simp · · · 参照可能な証明済みの定理を使って現
在のゴールをできる限り単純なものに書き換
える。

• exact · · · 引数に与えられた仮定 (図 1 中では
prop2 )がゴールと同じものであれば証明を完了
する。

C タクティク適用による Lean上で
の状態変化の例
以下の図 3は図 1最下段の囲み部分 6行目の三つ
の操作による状態の変化をまとめたものである。

図 3 最初の操作である use k l; によってゴールの ∃𝑘, 𝑙
が仮定にある 𝑘, 𝑙 を witnessとして書き換えられる。
次に rw [h0, h1] によって、ゴールの 𝑎, 𝑏 がそれぞれ
𝑘 + 𝑘, 𝑙 + 𝑙 で書き換えられる。
最後に、ring nf をによって、ゴールにある足し算及び掛
け算が可能な限り実行され、式が簡略化される。その結
果、論理積で結ばれた二つの式がどちらも恒等式となり、
自動的に証明済みとなる。（“no goals”という表記は証明
が完了したことを表す。）
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